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 T a t o  d i p l o mo v á  p r á c e  s e  s na ž í  s h r n ou t  t é ma  n e e u k l i d o vs k ý c h  
g e o me t r i í ,  p ře d e v š í m z  d i d a k t i c k é h o  h l e d i s k a .  P ř i n á š í  n á s t i n  j e j i c h  
h i s t o r i ckého  vývo j e ,  up l a tněn í  v  p r a x i  a  p o p i s  těch to  geome t r i í  
v y u ž i t e l n ý  v e  v ý u c e  z e j mé na  n a  s t ře d n í c h  š k o l á c h .  D á l e  z k o u má  
m o ž n o s t i  a  me z e  s t u d e n tů  v  p ř i j í má n í  n e e u k l i d o v s k ý c h  g e o me t r i í ,  
s h r n u j e  n e jča s tě j š í  p r o b l é m o v é  o b l a s t i  v  j e j i c h  v ý u c e  a  p ř i n á š í  
náv rhy  způ s o bů ,  j a k ý mi  j e  mož n é  těmt o  p r o b l é mům p ře d c h á z e t ,  
j a k o ž  i  v ý s l e d k y  j e j i c h  o vě ře n í  v  p r a x i ,  n a  j e j i c h ž  z á k l a dě  j sou  
n a v r ž e n y  něk t e r é  m o ž n é  p o d o b y  v ý u k y  v e  š k o l e .  
 
 
 
T h i s  t h e s i s  t r i e s  t o  s u m m a r i z e  t h e  s u b j e c t  o f  n o n - E u c l i d e a n  
g e o me t r i e s ,   a b o v e  a l l  f r o m  t h e  v i e wp o i n t  o f   d i d a c t i c s .  I t  b r i n g s  
abou t  t he  ou t l i ne  o f  t he i r  h i s to r i c a l  deve lopmen t ,  p r ac t i c a l  
i mp l e me n t a t i o n  a l o n g  w i t h  t h e  d e s c r i p t i o n  o f  t h e s e  g e o me t r i e s ,  
w h i c h  i s  o f  u s e  i n  t h e  e d u c a t i o n  p r o c e s s ,  e s p e c i a l l y  i n  s e c o n d a r y  
s c h o o l s .  I n v e s t i g a t e d  a r e  a l s o  s t u d e n t s   c a p a b i l i t i e s  a n d  l i mi t s  i n  
a c c e p t i n g  n o n - E u c l i d e a n  g e o me t r i e s ,  s u m ma r i z e d  a r e  t h e  m o s t  
f r e q u e n t  p r o b l e m a r e a s  i n  t h e i r  t e a c h i n g .  T h e  t h e s i s  a l s o  b r i n g s  
s u g g e s t i o n s  o n  h o w  t o  a v o i d  a n d  p r e v e n t  s u c h  p r o b l e ms  a l o n g  wi t h  
t h e  r e s u l t s  o f  t h e i r  p r ac t i ca l  v e r i f i c a t i on  on  t he  ba s i s  o f  wh i c h  
s o me  p o s s i b l e  v a r i a t i o n s  o f  s choo l  t e ach ing  a r e  sugges t ed .  
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1 Úvod 
 
 
O b j e v  n e e u k l i d o v s k ý c h  g e o me t r i í  p ř i n e s l  v  h i s t o r i i  d o  ma t e -
ma t i k y  o b r o v s k o u  r e v o l u c i .  V e l c í  m a t e ma t i k o v é ,  k t e ř í  s e  z a s t á va l i  
n e e u k l i d o v s k é h o  p ř í s t u p u  k e  g e o me t r i i ,  b y l i  n u c e n i  o b h a j o v a t  s vů j  
n á z o r  p r o t i  vě t š i n ové mu  mí něn í  a  vzep ř í t  s e  t ak  f i l o z o f i i  s v é  d o by ,  
j e ž  k r a l ova l a  o s t a t n í m věd á m,  a  t o  n e b y l  ú k o l  z r o v n a  j e d n o d u c h ý .  
Aby  ú spě š ně  z a v r š i l i  s v o u  s n a h u  o  v y mýc e n í  s t a r ý c h  p ře d s u d ků ,  
m u s e l i  t o t i ž  s e b r a t  o d v a h u  k  n a b o u r á n í  j e d n o h o  z e  z á k l a d n í c h  
p i l í ř ů  l i d s k é h o  m y š l e n í ,  p l a t n é h o  v í c e  n e ž  d v a c e t  s t o l e t í ,  t o t i ž  
E u k l i d o v a  v ý k l a d u  g e o me t r i e .  P ře s  t a t o  ú s ka l í  s v é  mí něn í  n a k o n e c  
o b h á j i l i ,  č í mž  v y k o n a l i  l i d s t v u  v e l k o u  s lu ž b u :  p o d k o p a l i  t o t i ž  v í r u  
v  ú p l n o u  p r a v d u  z n a l o s t í  č l ověk a  o  s vě tě ,  o t ev ře l i  j eho  obzo ry  a  
u mo ž n i l i  mu  l é p e  p r o n i k n o u t  d o  p o d s t a t y  něk te rých  do  t é  doby  
n e j a s n ý c h  j e vů ,  když  roz š í ř i l i  h r a n i c e  l i d s kéh o  c h á p á n í  p r o s t o r u .  
T ím  vš í m  podpo ř i l i  t o l e r a n c i  n á z o r o v é  p l u r a l i t y  a  n e n a p a d n u t e l n é  
p r avdy  o  na šem svě tě  z ača l y  z t r á c e t  s vů j  ab so lu tn í  význam.  
N e e u k l i d o v s k é  g e o me t r i e  s e  t a k  s t a l y  p e v n o u  s o učá s t í  ma t e ma t i k y .  
By lo  dokázáno ,  ž e  ná š  svě t  v e  sku t ečnos t i  nen í  euk l i dovský .  
N e e u k l i d o v s k é  g e o me t r i e  n a š l y  s v é  u p l a t něn í  v  mn o h a  různých  
věd n í c h  o b o r e c h  i  d a l š í c h  o b l a s t e c h  l i d s k é h o  pů s o b e n í ,  a  j e j i c h  
o b j e v  m á  t e d y  n e j e n  dů s l e d k y  t e o r e t i c k é ,  a l e  i  p r a k t i c k é .  
D o mní v á m  s e  p r o t o ,  ž e  s e z n á me n í  s t u d e n tů  s  e x i s t e n c í  těch t o  
g e o me t r i í  i  j e j i c h  z a s věc e n í  d o  h l u b š í  p o d s t a t y  p r o b l é mu  j e  n a  
mí s tě .  P řes to  neeuk l i dovské  geome t r i e  ne j sou  součá s t í  v ý u k y  
ma t e ma t i k y  v e  š k o l á c h .  Ovš e m n e b y l o  t o mu  t a k  v ž d y .  J e š tě  p ře d  
š e d e s á t i  l e t y  p a t ř i l a  j e j i c h  v ý u k a  k  v r c h o l n ý m k a p i t o l á m  
g y mna z i á l n í h o  uč i v a ,  d n e s  s e  v š a k  uč í  j e n  j a k o  s o učá s t  něk te rých  
s p e c i a l i z a c í  n a  v y s o k ý c h  š k o l á c h .  P ř i t o m t a t o  o b l a s t  ma t e ma t i k y  
vůb e c  n e m u s í  b ý t  p r o  s t u d e n t y  d a l š í  z á s o b á r n o u  n o v ý c h  p o j mů  a  
pouče k ,  n a o p a k ,  u mo ž n í  j i m  p o d í v a t  s e  j i n ý ma  oč i ma  n a  t o ,  c o  u ž  
z n a j í ,  a  u p l a t n i t  j i ž  z n á mé  p o j my  a  pos tupy  v  nových  souv i s l o s t ech .   
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M y s l í m s i ,  ž e  n e e u k l i d o v s k é  g e o me t r i e  j s o u  p r o  s t u d e n t y  
v  mnohém podně t n é  a  ž e  v ý p r a v a  z a  t a k o v ý m t o  d r u h e m  p o z n á n í  s e  
v e  t ř í d á c h  s e t k á  s  k l a d n ý m  o h l a s e m.  N a  s t ředn í  ško l e  j i ž  s t uden t i  
ma j í  v š e c h n y  z n a l o s t i  p o t řebné  p ro  p ř i j e t í  n eeuk l i dovských  
g e o me t r i í  a  j e  š k o d a ,  k d y ž  j i m d o  t o h o t o  p o d i v u h o d n é h o  s vě t a  
n e o t e v řeme  dve ře .  C í l e m t é t o  d i p l omo v é  p r á c e  j e  p r o t o  z k o u m a t  
e v e n t u a l i t y  z a p o j e n í  něk t e r ý c h  p a r t i í  n e e u k l i d o v s k ý c h  g e o me t r i í  d o  
š k o l n í h o  uč i v a .  
J e l i k o ž  s e  n e e u k l i d o v s k é  g e o me t r i e  o b j e v i l y  n a  p o l i  m a t e ma -
t i k y  p o mě r ně  n e d á v n o ,  p o z n a t k y  z  t é t o  o b l a s t i  s e  s t á l e  v y v í j e j í ,  
z p ře sňu j í  i  měn í ,  a  p r o t o  j e  t o t o  t é ma  v e l mi  s l o ž i t é  a  r o z sá h l é  
a  n e l z e  h o  v  r á mc i  r o z s a h u  d i p l o mo v é  p r á c e  s a moz ře j mě  vyče r pa t .  
Z a mě řu j i  s e  p r o t o  v  h i s t o r i i  n e e uk l i d o v s k ý c h  g e o me t r i í  z e j mé n a  
n a  t y  o b l a s t i ,  k t e r é  s  s e b o u  p ř i n á š e j í  mož n o s t i  v y u ž i t í  v e  š k o l n í  
výuce  nebo  t akovou  výuku  ně j a k ý m z pů s o b e m  o v l i vňu j í .  
U d á l o s t i  z  dě j i n  n e e u k l i d o v s k ý c h  g e o me t r i í  s o u v i s e j í c í  
s  j e j i c h  r o z v o j e m,  p o d s t a t a  j e j i ch  vzn iku  i  význam mohou  bý t  
v  mn o h é m  i n s p i r a t i v n í  p r o  s t u d e n t y  i  uč i t e l e .  V  p r v n í  čá s t i  t é t o  
p r á c e  b ud e  p r o t o  p o d á n a  z á k l a d n í  c h a r a k t e r i s t i k a  h i s t o r i c ké h o  
v ý v o j e  a  s e z n á mí me  s e  z d e  s  o s o b n o s t mi ,  k t e r é  s e  o  r o z v o j  t é t o  
ve  své  době  r e v o l učn í  t eo r i e  z a s louž i l y  ne jv í ce .   
Dá l e  bude  č t e ná ř  o b e z n á me n  s  m a t e ma t i c k ý m p o p i s e m z á -
k l a d n í c h  t y pů  g eome t r i í  a  bude  po j ednáno  o  dů s l e d c í c h  o b j e v u  
n e e u k l i d o v s k ý c h  g e o me t r i í  a  j e j i c h  p r a k t i c k é m  v y u ž i t í .   
V  d a l š í  čá s t i  p a k  b u d e  t o t o  t é ma  r o z e b r á n o  z  d i d a k t i c k é h o  
h l e d i s k a  a  b u d o u  n a s t í něn y  mož n o s t i  uč i t e l e ,  j a k  p o j m o u t  t é m a  
n e e u k l i d o v s k ý c h  g e o me t r i í  p r o  p o t řeby  výuky  ve  ško l e .   
P ř i  s n a z e  z a v é s t  n e e u k l i d o v s k é  g e o m e t r i e  d o  š k o l n í  v ý u k y  j e  
s a moz ře j mě  n e j dů l e ž i tě j š í  sp r ávně  o d h a d n o u t  mož n o s t i  a  me z e  
s t u d e n tů  v  c h á p á n í  t é t o  p r o b l e ma t i k y ,  p ře d p ok l á d a t  mož n é  p o t í ž e  a  
s n a ž i t  s e  j i m p řede j í t  a  u snadn i t  t ak  s t uden tov i  náh l ed  do  dané  
o b l a s t i .  V  p o s l e d n í  čás t i  s e  t e d y  z amě ř í m  n a  t o ,  z d a  j e  vůbec  t éma  
neeuk l i dovské  geome t r i e  p ro  s t uden ty  s t ře d n í c h  š k o l  z a j í ma v é  a  
l á k a v é ,  r o z e b e r u  něk te r á  s t uden t ská  ře š e n í  ú l o h ,  u p o z o r n í m n a  
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c h y b y ,  k t e r é  s e  p ř i  j e j i ch  řešen í  ne jča s tě j i  v y s k y t u j í ,  p o d á m n á v r h y  
n a  z pů soby ,  j ak  těmt o  c h y b á m če l i t ,  a  o vě ř í m  j e j i c h  úč i n nos t  
v  p r a x i .  N a  z á k l a dě  z í s k a n ý c h  d a t  a  p o z n a t ků  p ak  uvedu  možné  
ře š e n í ,  j a k ý m z pů s o b e m l z e  n e e u k l i d o v s k é  g e o me t r i e  p r e z e n t o va t  
v  r á mc i  š k o l n í  v ý u k y  t a k ,  a b y  b y l a  l á t k a  p r o  s t u d e n t y  z a j í ma v á  a  c o  
m o ž n á  n e j p ř i j a t e l ně j š í .  Č t ená ř  zde  t aké  na jde  náv rhy  něk te rých  
p ř í k l a dů ,  k t e r é  mohou  p ř i spě t  k  z a j í ma v o s t i  v ý u k y  a  p o d n í t i t  t a k  
z á j e m s t u d e n tů  o  n e e u k l i d o v s k o u  g e o me t r i i .  
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2 Významné osobnosti  
 
 
O b j e v  n e e u k l i d ovs k é  ge o me t r i e  p ředs t avu j e  j ednu  
z  n e j vě t š í c h  r e v o l u c í  v  dě j i ná c h  ma t e ma t i k y  a  i  vědy  j ako  t akové .  
P r o t o ž e  o  n i c h  d á l e  b u d e  řeč ,  s e z n á mí me  s e  n e j p r v e  b l í ž e  
s  o s o b n o s t mi ,  k t e r é  t u t o  r e v o l u c i  r o z p o u t a l y  n e b o  k  n í  z á s a d n í m  
z pů sobem p ř i s pě l y ,  a  t í m n á m u m o ž n i l y  nah l édnou t  z a  obzo r ,  
d o  ú p l ně  nového  svě t a ,  k t e rý  s e  na  začá t k u  z d á l  b ý t  n e m o ž n ý m.  
 
2.1  Eukl ides  (365 –  300 p ř .n . l . )  
     
E u k l i d e s  ( t é ž  Eu k l e i d e s ,  
E u k l i d ;  o b r .  1  44  )  b y l  ře c k ý  
ma t e ma t i k  a  g e o me t r  z  a l e x a n -
d r i j s k é h o  M ú s e i a ,  k t e r ý  ž i l  
p ř i b l i ž ně  v  l e t e ch  365  p ř . n . l .  –
300  p ř . n . l .  ( něk t e r é  zd r o j e  
u v á dě j í  a s i  3 4 0  –  2 8 0  p ř . n . l . ) .  
B y l  t o  v y n i k a j í c í  l o g i k  s c h o p n ý  
p ř í k l a d ně  s y s t e ma t i c k é  věd e c k é  
p r á c e .  O  E u k l i d o v i  t o h o  n e v í me  
m n o h o ,  n e z n á me  mí s t o  j e h o  
n a r o z e n í  a n i  s mr t i .  D o mní v á me  s e  v š a k ,  ž e  s e  n a r o d i l  v  Ře c k u  a  
s t u d o v a l  v  A t h é n á c h  n a  P l a t ó n o vě  A k a d e mi i .  P o t é  s na d  n a  ž á d o s t  
k r á l e  P t o l e ma i a  I .  p r a c o v a l  a  uč i l  v  A lexand r i j ské  kn ihovně ,  k d e  
me z i  j e h o  ž á k y  p a t ř i l  m o ž n á  i  Ar c h i mé d e s .  J e d i n á  d o c h o v a n á  
h i s t o r k a  t ý k a j í c í  s e  E u k l i d a  s vědč í  o  t o m,  ž e  s i  by l  vědom své  
v e l i k o s t i .  K d y ž  s e  h o  t o t i ž  v š e mo c n ý  k r á l  P t o l e ma i o s  t á z a l ,  z d a  
s n a d  n e ex i s t u j e  sna d ně j š í  c e s t a  k  o s v o j e n í  ma t e ma t i k y ,  n e ž  j a k  j i  
p o p i s u j e  E u k l i d e s  v e  s v é m s těž e j n í m d í l e  Zák lady ,  odpovědě l  
p y š ně :  „ M a t e ma t i k a  n e z n á  ž á d n é  k r á l o v ské  ce s ty . “            
          12  35  44  58  66   
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2.2  Carl  Friedrich Gauss  (1777 –  1855)   
 
C a r l  F r i e d r i c h  G a u s s  
( o b r .  2  46  )  s e  na rod i l  30 .  dubna  
roku  1777  v  Brunšv iku  (v  dnešn ím  
Něme c k u ) .  T r a d u j e  s e  h o d ně  
h i s t o r e k  o  j e h o  b r z k é  g e n i a l i tě ,  
z  n i c h ž  n e j z n á mě j š í  j e  t a ,  v  n í ž  
G a u s s  o d v o d i l  v z o r e c  p r o  s o uče t  
a r i t me t i c k é  řady  v  pouhých  dev í t i  
l e t e ch ,  když  během chv i l ky  
vypoč í t a l  v e  š k o l e  z a d a n ý  p ř í k l a d  –  
s o uče t  č í s e l  od  1  do  100 .  
V  roce  1788  zača l  s t udova t  
n a  g y mn á z i u .  G a u s s o v y  v y n i k a j í c í  s c h o p n o s t i  z a u j a l y  v é v o d u  
z  B runšv iku ,  k t e rý  s e  r ozhod l  Ga u s s e ,  p o c h á z e j í c í h o  z  n e ma j e t n é  
r o d i n y ,  p o d p o r o v a t  v  d a l š í m  s t u d i u  f o r mo u  s t i p e n d i a  n a  C o l l e g i u m  
C a r o l i n u m  ( d n e š n í  T e c h n i c k á  u n ive rz i t a  v  Brunšv iku ) ,  kde  ml a dý  
Ca r l  s t udova l  v  l e t e ch  1792  –  1795 .  Hned  po t é  na s toup i l  na  
u n i v e r z i t u  v  G ö t t i n g e n u ,  k d e  s t udova l  do  roku  1798 ,  a  d íky  s t á l é  
v é v o d o vě  podpo ře  moh l  dokonč i t  i  d o k t o r a n d s k é  s t u d i u m n a  
u n i v e r z i tě  v  H e l m s t e d u .  V e  s v é  d i s e r t ačn í  p r ác i  r ozeb í r a l  z ák l adn í  
a l g e b r a i c k é  t e o r é m y  a  m i mo  j i n é  p o d a l  důk a z  z á k l a d n í  vě t y  
a l g e b r y ,  t e d y  ž e  k a ž d ý  p o l y n o m n a d  k o mpl e x n í mi  č í s l y  má  a l e s p oň  
j e d e n  k o mpl e x n í  k o ře n .  Během un ive r z i t n í ch  s t ud i í  Gaus s  
„ z n o v u o b j e v i l “  něk o l i k  vě t  ( nap ř .  Bodeův  z á k o n ,  b i n o mi c k o u  vě t u ,  
a r i t me t i c k ý  a  g e o me t r i c k ý  p růmě r ,  z ákon  kvad ra t i cké  r ec ip roc i t y ,  
vě t u  o  p r v oč í s l e c h ) .  V  p o u h ý c h  1 7  l e t e c h  o b j a s n i l  n e z o d p o vězený  
p r o b l é m s e s t r o j i t e l n o s t i  p r a v i d e ln é h o  s e d mi ú h e l n í k u  p o u z e  p o mo c í  
p r av í t ka  a  k ruž í t ka ,  t edy  eu k l i d o v s k y .  Z j i s t i l ,  ž e  t í mt o  z pů sobe m 
l z e  s e s t r o j i t  p o u z e  t y  p r a v i d e l n é  m n o h o ú h e l n í k y  s  l i c h ý m  p oč t em  
s t r a n ,  j e j i c h ž  p oče t  s t r an  j e  ná sobkem p rvoč í s e l  3 ,  5 ,  1 7 ,  2 5 7  n e b o  
65  537 .  J i ž  ve  23  l e t e ch  s e  s t a l  č l e n e m p e t r o h r a d s k é  A k a d e m i e  
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a  v  r o c e  1 8 0 1  v y d a l  s v é  s těže jn í  d í l o  D i squ i s i t i ones  Ar i t hme t i cae  
(napsa l  ho  v šak  už  roku  1798 ) ,  ve  k t e r é m p o l o ž i l  z á k l a d y  t e o r i e  
č í s e l  j a k o  ma t e ma t i c k é  d i s c i p l í n y .  
G a u s s  n e b y l  j e n  v ý b o r n ý m  ma t e ma t i k e m.  Z a b ý v a l  s e  t a k é  
o p t i k o u ,  pů s o b i l  j a k o  z e měmě ř ič  a  p o d í l e l  s e  n a  z h o t o v o v á n í  m a p .  
U s i l o v a l  r o v něž  o  p o z i c i  v  a s t r o n o mi i .  V š e o b e c n o u  s l á v u  v  t o m t o  
obo ru  mu  p ř i ne s l  p ře s n ý  v ý p oče t  d r á h y  p l a n e t k y  C e r e s ,  k t e r o u  
vědc i  ob j ev i l i  r oku  1801 .  P l ane t a  s e  j im  však  záhy  z t r a t i l a  
p ř i  p řechodu  p ře s  s l unečn í  ko touč ,  a l e  r oku  1802  by l a  op ravdu  
n a l e z e na  t a m,  k d e  G a u s s  p ře d p o vědě l ,  k d y ž  u rč i l  j e j í  po lohu  svou  
novou  me todou  p ro  výpoče t  d r á h y  n e b e s k ý c h  tě l e s .  R o k u  1 8 0 7  b y l  
j me n o v á n  p r o f e s o r e m  ma t e ma t i k y  a  a s t r o n o mi e  a  s t a l  s e  řed i t e l em 
g ö t t i n ge ns k é  h vězdá rny ,  j ímž  zů s t a l  a ž  d o  s v ý c h  s e d md e s á t i  l e t .  
V  roce  1809  vyda l  Gaus s  svou  da l š í  kn ihu  o  d i f e r enc i á ln í ch  
r o v n i c í c h  a  e l i p t i c k ý c h  d r a h á c h  p l a n e t  a  v  l e t e c h  1 8 2 0  –  1 8 3 0  
p u b l i k o v a l  v í c e  n e ž  7 0  o d b o r n ý c h  p r a c í  s  r o z d í l n o u  t é ma t i k o u .  
Roku  1822  z í ska l  c enu  kodaň ské  un ive r z i t y .  
V  roce  1831  zača l  G a u s s  s p o l u p r a c o v a t  s  f y z i k e m W i l h e l me m  
W e b e r e m  a  v ý s l e d k e m t é t o  s p o lu p r á c e  by l a  t e o r i e  z e ms k é h o  
ma g n e t i s m u .  N a v í c  s p o l u  s  We b e r e m  s e s t r o j i l i  p r v n í  p r i mi t i v n í  
t e l e g r a f ,  p o moc í  k t e r é h o  mo h l i  p ře n á š e t  z p r á v y  n a  v z d á l e n o s t  
a s i  1 , 5  k m .  
C a r l  F r i ed r i c h  G a u s s  z e m ře l  23 .  úno ra  1855  ve  věk u  n e d o ž i -
t ý c h  7 8  l e t .  Těž k o  b y c h o m h l e d a l i  j e d i n o u  o b l a s t  ma t e ma t i k y ,  
k t e rou  by  ně j a k  n e o v l i v n i l .  V ý z n amn ý m k r o k e m b y l o  o b j e v e n í  
m o ž n o s t i  n e e u k l i d o v s k é  g e o me t r i e ,  o v š e m t e n t o  o b j e v  b y l  t a k  
o d v á ž n ý ,  ž e  h o  Ga u s s  r a dě j i  n e p u b l i k o v a l  z e  s t r a c h u  z  p o l e mi k y .  
P o z dě j i  n e e u k l i d o v s k o u  g e o me t r i i  o b j e v i l  i  s y n  G a u s s o v a  p ř í t e l e  
J ános  Bo lya i  a  r ozv inu l  j i  Gaus sův  ž á k  B e r n h a r d  R i e ma n n .   
                12  46  59  64  66   
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2.3  János  Bolyai  (1802 –  1860)   
 
M aďa r s ký  ma t e ma t i k  
J á n o s  B o l y a i  ( ob r .  3  42  )  s e  
n a r o d i l  1 5 .  p r o s i n c e  1 8 0 2  v e  
mě s tě  K o l o s z v á r  ( d n e s  C l u j -
N a p o c a ,  R u mu n s k o ) .  J i ž  z á h y  
p r o j e v i l  n a d á n í  p r o  
ma t e ma t i ku  a  s vů j  t a l e n t  d á l e  
r o z v í j e l  p o d  v e d e n í m o t c e ,  
ma t e ma t i k a  Wol fg a n g a  
B o l y a i e .  
V  l e t e ch  1818  –  1822  
s t udova l  vysokou  ško lu  ve  
V í d n i  a  d o  r o k u  1 8 2 9  
p ř i p r av i l  po j ednán í  
o  k o mpl e t n í m s y s t é mu  n e e u k l i d o v s k é  g e o me t r i e ,  a  j e  t a k  ča s t o  
p o v a ž o v á n  z a  z a k l a d a t e l e  n a u k y  o  n e e u k l i d o v s k é  g e o me t r i i .  T a t o  
p r á c e  b y l a  v y d á na  r o k u  1 8 3 2  j a ko  d o d a t e k  k  e s e j i  j e h o  o t c e .  
R o k u  1 8 4 8  B o l y a i  z j i s t i l ,  ž e  k  o b d o b n ý m z á vě rům do š e l  j i ž  d ř í v e  
r u s k ý  ma t e ma t i k  N .  I .  L ob ače v s k i j .  G a u s s  n a  z á k l a dě  B o l y a i o v y  
p r á c e  v z d a l  h o l d  ml a d é mu  ma t e ma t i k o v i ,  z á r o v eň  a l e  p ř i z n a l ,  ž e  
k  t akovým závě rům d o š e l  j i ž  d á v n o  s á m.  P o  t o m t o  G a u s s o vě  
v y j á d ře n í  z k l a ma n ý  B o l y a i  j i ž  d á l e  n e p u b l i k o v a l .  P o  j e h o  s mr t i  
b y l y  v š a k  n a l e z e n y  r o z s á h l é  ma t e ma t i c k é  r u k o p i s y ,  v e  k t e r ý c h  
n a p ř í k l a d  p eč l i vě  r o z v i n u l  g e o me t r i c k o u  p ře d s t a v u  k o mpl e x n í c h  
č í s e l .  
J á n o s  B o l y a i  z e m ře l  2 7 .  l e d n a  r o k u  1 8 6 0 .  
                      22  40  42  54  61  66   
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2.4  Nikolaj  Ivanovič  Lobačevski j  (1792 –  1856)   
 
R u s k ý  ma t e ma t i k  N i k o l a j  
I v a n o v ič   Lobače vs k i j  ( ob r .  4  47  )  
s e  na rod i l  1 .  p ro s ince  1792  
v  N ižn im  Novgorodě .  Po  smr t i  o t ce  
s e  s  ma t k o u  o d s těho v a l  d o  K a z a ně ,  
k d e  v y s t u d o v a l  g y mná z i u m  a  p o t é  
Kadaň s k o u  s t á t n í  u n i v e r z i t u .  Z d e  
s e  v  r o c e  1 8 1 1  s t a l  m a g i s t r e m 
v  o b o r u  ma t e m a t i k a  a  f y z i k a .  
Z ře j mě  h o  z d e  n e j v í ce  o v l i v n i l y  
p ře d n á š k y  z  dě j i n  ma t e ma t i k y  
p ro f e so ra  Mar t i na  Ba r t e l s e  a  
podn í t i l y  ho  k  pozdě j š í m u  z á j mu  
o  E u k l i d o v y  a x i o m y .  V  r o c e  1 8 1 4  
Lobače v sk i j  z ača l  na  kadaň s k é  un i v e r z i tě  p ře dnáš e t ,  k r omě  
ma t e ma t i k y  a  f y z i k y  z d e  vyučo v a l  t a k é  a s t r o n o mi i ,  r o k u  1 8 2 2  s e  
s t a l  p r o f e s o r e m a  v  l e t e c h  1827  –  1846  by l  na  t é t o  un ive r z i tě  
r e k t o r e m.  
P r o  ma t e ma t i k u  b y l o  n e j vě t š í m L o b ače v s k é ho  p ř í nosem ob j e -
v e n í  n e e u k l i d o v s k é  g e o me t r i e ,  z v l á š tě  p a k  p r o k á z á n í  n e d o k a z a t e l -
n o s t i  E u k l i d o v a  p á t é h o  p o s t u l á t u  z e  z b y l ý c h  č t y ř .  Konkré tně  
o b j e v i l  j e d e n  d r u h  n e e u k l i d o v s k é  g e o me t r i e ,  g e o me t r i i  h y p e r b o l i c -
k o u ,  o  n í ž  p o p r v é  i n f o r mo v a l  2 3 .  ú no r a  1 8 2 6  v  K a z a n i .  T e n t o  o b j e v  
v šak  pub l i kova l  a ž  na  p ře l o mu  l e t  1 8 2 9  a  1 8 3 0 .  Běh e m s vé h o  
ž i v o t a  L o b ačevsk i j  napsa l  něk o l i k  k n i h ,  v  n i c h ž  s e  z a b ý v a l  z á k l a d y  
g e o me t r i e .  N e j v ý z n a mě j š í  z  n i c h  j e  kn i h a  G e o m e t r y i a .  
N .  I .  Lobače v s k i j  z e m ře l  v  K a z a n i  24 .  ú n o r a  1 8 5 6 .   
      22  47  66   
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       2 .5   Georg Friedrich Bernhard Riemann  
         (1826 –  1866)  
  
T e n t o  něme c k ý  m a t e ma t i k  
( o b r .  5  50  )  s e  na rod i l  17 .  z á ř í  
1 8 2 6  v e  v e s n ičc e  B r e s e l e nz .  J i ž  
od  r aného  dě t s t v í  p ro j evova l  
v ý j i mečn é  ma t e m a t i c k é  n a d á n í .  
R o k u  1 8 4 0  s e  o d s těh o v a l  
k  b a b ičce  do  Hanove ru ,  aby  zde  
s t u d o v a l  mí s t n í  l y c e u m .  P o  
b a b ičč i ně  s mr t i  r o k u  1 8 4 2  
o d e š e l  d o  J o h a n n e a  
v  L u n e b u r g u .  R o k u  1 8 4 6  
p ře r u š i l  s t u d i a  f i l o l o g i e  a  
t e o l o g i e  a  z a h á j i l  s t u d i u m ma t e ma t i k y  n a  u n i v e r z i tě  v  G ö t t i n ge n u .  
Z d e  s e  p o p r v é  s e t k a l  s  C .  F .  G a u s s e m,  k t e r ý  z d e  b y l  j e h o  
p r o f e s o r e m .  
R i e ma n n  z ača l  r o z v í j e t  myš l e n k y  n e e u k l i d o v s k é  g e o me t r i e  n a  
z á k l a d e c h ,  k t e r é  p ře d  n í m  v y s t a vě l i  Gaus s ,  Lobače v sk i j  a  B o l y a i .  
T i  v šak  s t á l e  uvažo v a l i  o  j e d n o d u š š í m d r u h u  g e o me t r i e ,  p r o t o ž e  
v š e c h n y  j e j i c h  v ý p oč t y  s e  z a b ý v a l y  d v o j r o z mě r n ý m  p r o s t o r e m ,  
z a k ř i venou  p lochou .  R i emann  v š ak  p ř i ne s l  do  neeuk l i dovské  
g e o me t r i e  d a l š í  r e v o l u c i ,  k d y ž  d o k á z a l ,  ž e  s t e j n ý m z pů sobem l ze  
s t u d o v a t  z a k ř i v e n é  p r o s t o r y  o  j a k é mk o l i  p oč t u  r o z mě rů .  J e h o  t e o r i e  
b y l a  n e s mí r ně  š i r o k á  a  k o m p l e x n í  a  v š e c h n y  d o s a v a d n í  g e o m e t r i e  
by ly  j en  d í lč í mi  p ř í p a d y  g e o me t r i e  R i e ma n n o v y .  T y t o  n o v é  
m y š l e n k y  R i e ma n n  p řed lož i l  r oku  1854  v  konku rzn í  p ře d ná š c e  
v  s á l e  g ö t t i n ge n s ké  u n i v e r z i t y ,  k d y ž  s e  u c h á z e l  o  mí s t o  s o u k r omé -
ho  docen t a .  Roku  1857  s e  s t a l  mi mo řá d n ý m p r o f e s o r e m t é t o  
u n i v e r z i t y  a  r o k u  1 8 5 9  p r o f e s o r e m řá d n ý m.  
R i e ma n n o v i  r o d iče  p ře dča s ně  z em ře l i  n a  t u b e r k u l ó z u ,  
n a  s t e j n o u  n e moc  z ača l i  u mí r a t  i  j e h o  s o u r o z e n c i  a  t e n t o  o s u d  
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b o h u ž e l  n e mi n u l  a n i  R i e ma n n a  s a mo t n é h o .  V  z á vě r u  ž i v o t a  s e  j e š tě  
s n a ž i l  s t i h n o u t  p o s l e d n í  p r á c i  n a  v e l k é  f y z i k á l n í  t e o r i i ,  k t e r á  mě l a  
p o s k y t n o u t  s j e d n o c e n ý  p o p i s  e l e k t r o ma g n e t i s mu ,  s vě t l a  a  
g r a v i t a c e ,  z e m ře l  v šak  20 .  če r v e n c e  1 8 6 6  v  i t a l s k é  S e l a s c e .  
J edno tná  fyz iká ln í  t eo r i e ,  o  k t e r é  R i e ma n n  s n i l ,  t a k  zů s t á v á  s n e m  
vědců  dodnes ,  p ře s t o  v y k o n a l  p r o  fyz i k u  n e s mí r ně  mn oho .  Svými  
p r a c e mi  t o t i ž  p ř i p r a v i l  půd u  p r o  A l b e r t a  E i n s t e i n a  a  j e h o  o b e c n o u  
t e o r i i  r e l a t i v i t y ,  k t e r á  p op i s u j e  g ra v i t ac i  p r á vě  j a ko  dů s l e de k  
z a k ř i ven í  p ro s to ru .             
          12  50  60  65  66   
 
 
2 .6  Eugenio  Bel trami  (1835 –  1900)   
 
I t a l s k ý  ma t e ma t i k  E u g e n i o  B e l -
t r a mi  ( o b r .  6  43  )  s e  na rod i l  
v  C r e mo ně  16 .  l i s t opadu  roku  1835 .  Od  
r o k u  1 8 5 6  p r a c o v a l  v  a d mi n i s t r a c i  
řed i t e l s t v í  d r ah ,  od  roku  1862  pů sob i l  
j ako  mi mo řá d n ý  p r o f e s o r  ma t e m a t i k y  
n a  b o l oň s k é  u n i v e r z i tě  a  o d  r o k u  1 8 6 3  
j ako  p ro f e so r  geodes i e  v  P i s e .  V  l e t ech  
1866  –  1873  p řednáše l  na  bo loň ské  
u n i v e r z i tě  me c h a n i k u ,  p o t é  v y š š í  
ma t e ma t i k u  v  Ř í mě  a  r o k u  1 8 7 6  b y l  
j me n o v á n  p r o f e s o r e m ma t e ma t i c k é  
f y z i k y  n a  p a v i j s k é  u n i v e r z i tě .   
E .  B e l t r a mi  z e m ře l  1 8 .  p r o s i n -
c e  1 9 0 0 .  Z a  s v é h o  ž i v o t a  p ř i spě l  k  p ra c í m o  d i f e r e nc i á l n í  
g e o me t r i i ,  p ře lož i l  do  i t a l š t i ny  a  f r ancouzš t i ny  Gaus sovy  p r áce  a  
r o z v i n u l  p r v n í  mo d e l y  n e e u k l i d o v s k é  g e o me t r i e .  Věnova l  s e  t aké  
o p t i c e  a  t e r mo d y n a mi c e .              
                          43  66   
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2.7  Fel ix  Christ ian Kle in  (1849 –  1925)   
  
 F e l i x  Ch r i s t i a n  K l e i n  
( o b r .  7  45  )  by l  něme c ký  
ma te ma t ik ,  j enž  s e  na rod i l  
2 5 .  d u b n a  1 8 4 9  v  D u s s e l d o r f u  
d o  r o d i n y  v l á d n í h o  ú ředn íka .  
Navš těvova l  Dusse ldo r f ské  
g y mná z i u m  a  p o t é  s t u d o v a l  
ma t e ma t i k u  a  f y z i k u  n a  
u n i v e r z i tě  v  Bonnu .  V  roce  
1868  z í ska l  dok to r á t  v  pouhých  
2 3  l e t e c h ,  r o k u  1 8 7 2 ,  z í s k a l  
mí s t o  p r o f e s o r a  v  E r l a g e n u  a  
o d  r o k u  1 8 7 5  pů sob i l  na  
T e c h n i s c h e  H o c h s c h u l e  v  M n i c h o vě ,  k d e  v y c h o v a l  řadu  pozdě j š í c h  
v y n i k a j í c í c h  ma t e ma t i ků  a  f y z i ků  ( n a p ř .  Ado l f  Hurwi t z ,  Max  
P l a n c k ) .  V  t o mt o  r o c e  se  t a k é  o ž e n i l  s  v n učkou  f i l ozo fa  Geo rga  
W .  F .  H e g e l a ,  A n n o u  H e g e l o v o u .  V  r o c e  1 8 8 0  z ača l  pů sob i t  na  
u n i v e r z i tě  v  L i p s k u ,  k d e  s e t r v a l  d o  r o k u  1 8 8 6 ,  k d y  o d e š e l  d o  
Gö t t i ngenu  a  t am  p racova l  a ž  do  odchodu  do  penze  roku  1913 .  
U n i v e r z i t a  v  G ö t t i n g e n u  s e  z a  j e h o  pů s o b e n í  s t a l a  j e d n í m  
z  n e j vě t š í ch  cen t e r  ma t ema t i ky  na  svě tě .  Od  roku  1900  s e  K le in  
v ý r a z ně  a n g a ž o v a l  v  o t á z c e  v ý u k y  ma t e ma t i k y  n a  s t ře d n í c h  š k o l á c h  
a  z a v e d l  n a p ř í k l ad  výuku  d i f e r enc i á ln ího  a  i n t eg rá ln ího  poč t u .  
 F e l i x  K l e i n  z a  s vů j  ž i v o t  z í s k a l  řadu  oceněn í .  V  r o c e  1 8 8 5  
b y l  z v o l e n  č l e n e m  R o y a l  S o c i e t y ,  r o k u  1 8 9 3  z í s k a l  D e  M o r g a n o v u  
me d a i l i ,  u dě l o v a n o u  l o n d ý n s k o u  ma t e m a t i c k o u  s p o l ečnos t í ,  
a  v  r o c e  1 9 1 2  b y l  o c e něn  Cop leyovou  me da i l í .  
  Z a b ý v a l  s e  p ře d e v š í m g e o me t r i í ,  z v l á š tě  p ak  neeuk l i dovskou ,  
a l e  t a k é  t e o r i í  g r u p  a  f u n k c í .  Sp o l u  s e  S o p h u s e m L i e m r e a l i z o v a l i  
z á k l a d y  K l e i n o v a  E r l a n g e n s k é h o  p r o g r a mu ,  j e h o ž  h l a v n í  myš l e n k o u  
j e  s t u d ov á n í  j e dn o t l i v ýc h  g e o me t r i c k ý c h  s t r u k t u r  po moc í  j e j i c h  
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s y me t r i í  a  i n v a r i a n tů  a  z  t oho  vyp lýva j í c í  h lubš í  p ropo j en í  
g e o me t r i e  s  a l g e b r o u .  J a k o  r á me c  p ro  v šechny  o s t a tn í  t ehdy  známé  
g e o me t r i e ,  z e j mé na  n e e u k l i d o v ské ,  zde  pak  s l ouž í  geome t r i e  
p ro j ek t i vn í .  Ten to  p rog ram t ak  p ř i spě l  i  k  r oz v o j i  t e o r i e  r e l a t i v i t y  
a  čá s t i cové  fyz iky .  P ř i  s t ud iu  neeuk l i dovských  geome t r i í  K l e in  
o b j e v i l  d v o j r o z mě rnou  uzav ře n o u  p l o c h u ,  k t e r á  má  p o u z e  j e d e n  
p o v r c h  a  d n e s  s e  n a z ý v á  K l e i n o v a  l á h e v .  J e h o  o b j e v e m  j e  t a k é  
f a s c i n u j í c í  ú t v a r  mo d e r n í  ma t e ma t i k y ,  t z v .  K l e i n o v a  k v a r t i c k á  
k ř i vka  nebo  t aké  kva r t i ka .  Ta  v  j i s t ém smys lu  p ře d s t a vu j e  
z o b e c něn í  p l a tónských  tě l e s  p r o  p ř í p a d ,  k d y  j s o u  s těn y  t v o řeny  
2 4  p r a v i d e l n ý mi  s e d mi ú h e l n í k y .  T o t o  z o b e c něn í  j e  m o ž n é  
v  p r o s t o r u  s  h y p e r b o l i c k o u  g e o me t r i í .  
 F e l i x  K l e i n  z e m ře l  2 2 .  če r v n a  1 9 2 5  v  G ö t t i n ge n u .  J e h o  p r á c e  
v  o b l a s t i  ma t e ma t i k y  p ře d s t a v u j í  v l i vn é  d í l o  na dča sové  hodno ty .  
            45  66   
 
 
2.8  Is tván Lénárt  
 
 I s t v á n  L é n á r t  ž i j e  a  p r a c u j e  v  maďa r s k é  B u d a p e š t i .  V y uču j e  
b u d o u c í  uč i t e l e  zá k l a d n í c h  a  s t ře d n í c h  š k o l  n a  U n i v e r z i tě  Lo randa  
E ö t v ö s e .  J e  a u t o r e m něk o l i k a  uče b n i c ,  učebn í ch  pomůc e k  a  
p r o g r a mů ,  p ře d e v š í m p r o  v ý u k u  g e o me t r i e .  V  řa dě  z e mí  p o řá d á  
p ře d n á š k y  a  v e d e  k u r z y  p r o  v e ře j n o s t .  J e  z á r o v eň  č i n n ý  
v  ma t e ma t i c k é m v ý z k u mu ,  p ře d e v š í m v  o b l a s t i  f i n i t n í  g e o me t r i e  a  
t e o r i e  č í s e l .                 69   
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3 Historický vývoj 
 
 
 Z á j e mc e  o  h i s t o r i c k ý  v ý v o j  n e e u k l i d o v s k ý c h  g e o me t r i í  n a j d e  
poučen í  nap ř í k l ad  v  p r ac í ch  Mar t i ny  Bečvá řo v é  7  ,  E g m o n t a  
C o l e r a  11  ,  12  ,  D i r k a  S t r u i k a  28  ,  M i l a na  H e j n é h o  17  ,  
Leona rda  Mlod inowa  23  ,  Pe t r a  Vopěnky  31  ,  J i ř í h o  S v r š -
k a  32  ,  57   č i  v  e n c y k l ope d i í c h  9   a  27  .  Z  těch to  č l á n ků  a  
p u b l i k a c í  v  t é t o  k ap i t o l e  če rpám.  
 
3.1    Počátky  geometr ie  
 
    P o j e m p r o s t o r u  v z n i k l  p ř i r o ze ně  j a k o  p o j e m mí s t a ,  k d e  
ž i j e me ,  t e d y  Z e mě ,  a  p o p r v é  s e  v y s k y t l  s o u běž ně  s  r o z v o j e m t o h o ,  
c o  E g y pťa n é  s  B a b y l oňany  nazýva l i  „mě ře n í  Z e mě“ ,  t e d y  
z e měmě ř ič s t v í .  Počá t k y  g e o me t r i e  j a k o  t a k o v é  t e d y  s p a d a j í  d o  
d o b y ,  k d y  s e  k očo v n í c i  z ač í n a j í  t r v a l e  u saz o v a t ,  a  p o c iťu j í  t a k  
po t ře b u  mě ř i t  p o z e mk y .  Že  p ř í r o d u  l z e  z k o u ma t  p o mo c í  ma t e ma t i k y  
a  ž e  g e o me t r i i  j e  mož n é  v y u ž í t  n e j e n  k  p o p i s o v á n í ,  a l e  i  
k  o b j e v o v á n í ,  s i  j a k o  p r v n í  u věd omi l i  s t a ř í  Ře k o v é ,  k t e ř í  t a k  
z a v e d l i  p o j e m b o d u ,  p ř í mk y  a  p l o c h y .  J e j i c h  ú s pěc h y  ma j í  k o řeny  
v  ma t e ma t i c e  s t a r o věk ý c h  c i v i l i z a c í  B a b y l o n u  a  E g y p t a .  J e l i k o ž  
v š a k  a r i t me t i c k é  ú k o n y  v y ž a d u j í  j i s t o u  mí r u  a b s t r a k t n í h o  
u v a ž o v á n í ,  p r o v á děn í  o p e r a c í  s  č í s l y  s e  r o z v í j e l o  v e l mi  p o ma l u .  
P r v n í  v ý z n a mné  k r o k y  v  t é t o  o b l a s t i  b y l y  p o d n i k n u t y  v  š e s t é m  
t i s í c i l e t í  p ře d  n a š í m l e t o p oč t e m,  k d y  l i d é  v  ú d o l í  N i l u  p o s t u p ně  
o p u s t i l i  k očo v n ý  z pů s o b  ž i v o t a  a  z ača l i  s e  věnova t  obdě l á vá n í  
půdy .  N i l  k a ž d ý  r o k  z a p l a v o v a l  po l e ,  a  h r an i ce  pozemků  t ak  by ly  
s p l a v e n y  č i  z a n e s e n y  b a h n e m.  Ú z e mí  t e d y  m u s e l i  z n o v u  v y z n ač i t  
ú ře d n í  g e o me t ř i ,  t akzvan í  harpedonop t é  n ebo l i  „nap ínač i  p r o v a z u “ .  
P r á vě  z  j e j i c h  č i n n o s t i  v z n i k a l a  p r v n í  g e o me t r i c k á  t e r mi n o l o g i e  a  
v z o r c e  p r o  o b s a h y  a  o b j e m y  ú t v a rů .  Egypťa n é  z a k l á d a l i  s í d l a  
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n a  v y v ý š e n i n á c h ,  k t e r é  s e  běh e m z á p l a v  p r o měn i l y  v  os t r o vy  
s p o j e n é  h r á z e mi ,  v y b u d o v a l i  z a v l a ž ov a c í  s íť  a  s k l a d i š tě  n a  ob i l í ;  
z n a l o s t i  h a r p e d o n o p tů  t a k  p o má h a l y  v e  s t av i t e l s t v í ,  z e j mé n a  p ř i  
s t a v bě  egyp t ských  py ramid ,  kde  zna lo s t  úk lonu  bočn ích  s těn  
u mo žňo v a l a  p o s t a v i t  p y r a mi d u  z v o l e n é  v ý š k y .  H a r p e d o n o p t a  
z a mě s t n á v a l  t ř i  o t roky ,  k t e ř í  z a  ně j  ma n i p u l o v a l i  l a n e m ,  k t e r é  mě l o  
ve  s t anovených  vzdá l enos t ech  uz ly .  Napnu l - l i  s e  p rovaz  t ak ,  ž e  
u z l y  t v o ř i l y  v r cho ly ,  by lo  možné  vy tyč i t  t r o júhe ln ík  o  s t r anách  
d a n ý c h  d é l e k  a  s  ú h l y  p ř í s l u šných  hodno t .  
 
 
3.2   Rozvoj  geometr ie  
 
S  b o h a t s t v í m a  s í d l y  s e  v e  s t a r é m E g y p tě  z r od i l y  t a k é  d a ně  a  
snad  p r ávě  o n y  n e j v í c e  p o d n í t i l y  r ozvo j  geome t r i e .  Vymě řo v a l y  s e  
t o t i ž  n a  z á k l a dě  r o z s a h u  z á p l a v  a  r oz l oh y  p o z e m ků .  J ak  s e  
d o z v í d á m e  z e  d v o u  h l a v n í c h  z d r o jů  poz n a t ků  o  e g y p t s k é  
ma t e ma t i c e ,  R h i n d o v a  a  M o s k e v s k é h o  p a p y r u ,  E g y pťa n é  v y my s l e l i  
s i c e  s l o ž i t o u ,  a l e  c e l k e m s p o l e h l i v o u  me t o d u  p r o  v ý p oče t  p l o c h y  
č t ve r ce ,  obdé ln íku  a  l i choběž n í k u .  N a p ř í k l a d  p l o c h u  k r u h u  p oč í t a l i  
t a k ,  ž e  j e j  n a h r a d i l i  č t v e r cem o  s t r a ně  r o v n é  o s mi  d e v í t i ná m j e h o  
p růmě r u ,  c o ž  v y c h á z í  s t e j ně ,  j a k o  k d y b y c h o m  p oč í t a l i  s  h o d n o t o u  
p í  r ovnou  3 ,16 .  S t a ř í  E gy pťa n é  z n a l i  d o ko n c e  pů jčky ,  ú rok  s e  
s t a n o v o v a l  j e d n o d u š e  na  100  % za  rok .   
Z a t í mc o  s e  E g y pťa n é  u s a z ov a l i  n a  b ře z í c h  N i l u ,  d a l š í  o s i d l o -
v á n í  z ača l o  v e  4 .  t i s í c i l e t í  v  M e z o p o t á mi i ,  o b l a s t i  me z i  ře k a mi  
E u f r a t  a  T y g r i s .  Něk d y  me z i  l e t y  2 0 0 0  a  1 7 0 0  p ř . n . l .  s i  n e s e mi t s k ý  
n á r o d ,  s í d l í c í  s e v e r ně  o d  P e r s k é h o  z á l i v u ,  v  če l e  s  p a n o v n í k e m  
C h a mmur a p i m p o d r o b i l  s v é  j i ž n í  s o u s e d y .  S j e d n o c e n é  k r á l o v s t v í  
pak  by lo  po jme nováno  pod l e  mě s t a  B a b y l o n ,  a  p r á vě  B a b y l oňa n é  
z ře j mě  v y mys l e l i  ma t e m a t i c k ý  s y s t é m,  k t e r ý  j e  p o k l á d á n  
za  mnohe m důmy s lně j š í  n e ž  e g y p t s k ý .  Z  h l i něných  t abu l ek  
n a l e z e n ýc h  v  A s ý r i i  n a p ř í k l a d  v í me ,  ž e  b a b y l o n s k ý  s t a v i t e l  p oč í t a l  
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o b j e m h l í n y ,  k t e r o u  b y l o  p o t ře b a  o d e b r a t  z  k a n á l u  s  p rů ře z e m t v a r u  
l i c h o běž n í k u ,  i  k o l i k  ča su  t a t o  p r á c e  zab e r e  u rč i t é mu  p oč t u  
dě l n í ků .  B a b y l o n š t í  l i c h v á ř i  d o k á z a l i  p oč í t a t  dokonce  i  s l ož i t ý  
ú r o k .  
T e x t y  n a  h l i něných  t abu lkách  dokazu j í ,  ž e  Baby loňa n é  ne p s a -
l i  r o v n i c e  a  v e š k e r é  ú l o h y  a  v ý p oč t y  v y j a d řo v a l i  s l o v y .  P r a v děpo -
dobně  t a k é  z n a l i  P y t h a g o r o v u  vě t u .  Tu  s i c e  použ íva l i  i  Egypťa n é ,  
j a k  n a z n aču j e  t e c h n i k a  n a p í n ačů  p rovazu ,  baby lonš t í  p í s a ř i  v š a k  
pok ry l i  h l i něn é  d e s t ičk y  t r o j i c e mi  č í s e l ,  p ro  k t e r é  Py thago rova  vě t a  
p l a t i l a .  P ř i t o m n e z a z n a me n á v a l i  p o uz e  t r o j i c e  s  n í z k ý mi  
h o d n o t a m i ,  a l e  i  s  h o d n o t a mi  v y s o k ý mi ,  n a p ř í k l a d  3  4 5 6 ,  
3  3 6 7  a  4  8 2 5 ,  z  če h o ž  p l yne ,  ž e  z ře j mě  z n a l i  e l e me n t á r n í  t eo r i i  
č í s e l  a l e spoň  do  t akové  mí ry ,  ž e  by l i  s chopn i  t akové  t r o j i c e  
gene rova t .  
A n i  j e d na  z  těc h t o  k u l t u r  v š a k  ne d o k á z a l a  v y v o d i t  p r o  
Py thago rovu  vě t u  o b e c n é  p r a v i d l o .  
G e o me t r i e  E g y pťa nů  i  B a b y l oňa nů  b y l a  t o t i ž  o p řena  pouze  
o  e mp i r i c k é  z n a l os t i ,  b e z e s p o r u  v ša k  p ř i s pě l a  k  ma t e ma t i z a c i  
fyz i k á l n í  r e a l i t y .   
 
 
3.3   Geometrie  jako  věda 
 
G e o me t r i e ,  a  s  n í  c e l á  ma t e ma t i k a ,  s e  v š a k  z ača l a  s t á v a t  
s k u t ečnou  vědou ,  a ž  když  poc í t i l a  po t ře b u  z o b e cňova t  v l a s tnos t i  
ob j evené  ve  spec i á ln í ch  p ř í p a d ec h ;  t o t o  z ob e cňován í  s e  zá roveň  
s t a l o  j e j ím  c í l em  a  p r a vd ivos t  t akových to  t v r zen í  s e  j i ž  nemoh l a  
o p í r a t  p ou z e  o  z k uš e n o s t ,  a l e  v y ž a d ova l a  p r o ká z á n í .   
D louhou  dobu  zů s t áva l a  ve ške rá  věda  součá s t í  f i l o z o f i e ,  
j e l i k o ž  p o t ře b a  r a c i o n á l n í c h  ú v a h  s e  p r á vě  v e  f i l o z o f i i  z r o d i l a ,  
a  t a k  p r v n í mi ,  k d o  s e  z a b ý v a l i  z o b e c něn í mi  v  o b o r u  g e o me t r i e ,  b y l i  
řeč t í  f i l ozo fové  (Tha l e s ,  Eudoxos ,  py thago re j ská  ško l a ) ,  a l e  t ep rve  
ma t e ma t i c i  E u k l i de s ,  A r c h i mé d e s  a  Apo l lón io s  s e  z a s louž i l i  o  t o ,  
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a b y  s e  v ý s t a v b a  g e o me t r i e  v y t v o ře n é  Ře k y  d e d u k t i v n í  me t o d o u  
z a l o ž e n ou  n a  z á k l a d n í c h  p o j me c h ,  a x i ó me c h  a  p o s t u l á t e c h  s t a l a  
v ý c h o d i s k e m ú s pě š n é h o  r o z v o j e .  
 
V ý s a d n í  p o s t a v e n í  me z i  těmi t o  g e o me t r y  má  p r á vě  Eu k l i d e s ,  
z e j mé n a  p r o  s v é  n e j vě t š í  d í l o  Zák lady  g e o m e t r i e  ( řec .  S t o i c h e i a ,  
l a t .  El e me n t a ) ,  k t e r é  j e  v e d l e  B i b le  doposud  snad  ne jvydávaně j š í  
kn ihou  svě t a .  D í ky  t o mu t o  t ř i n á c t i d í l n é mu  s p i s u  s e  s t a l  E u k l i d e s  
n e j z n á mě j š í m z  a n t i c k ý c h  ma t e ma t i ků  a  j e ho  d í lo  by lo  d louhou  
d o b u  v z o r e m a x i o ma t i c k y  p o d l o ž e n é  a  d e d u k t i v ně  budované  t eo r i e  
a  a ž  donedávna  s l ouž i l o  bez  j akýchko l i  z á sadn í ch  úp rav  za  
uče b n i c i  g e o me t r i e  n a p ř í k l a d  n a  a n g l i c k ý c h  s t ře d n í c h  š k o l á c h .   
 
P o k u d  m á me  a l e s p oň  s t r učně  popsa t  h i s t o r i i  neeuk l i dovské  
g e o me t r i e ,  n e l z e  s e  o  E u k l i d o v ý c h  Z á k l a d e c h  n e z mí n i t ,  n e b oť  t a t o  
p r á c e  pa r a d o x ně  s e h r á l a  dů l e ž i t ou  ro l i  v  ob j evován í  j i ných  než  
e u k l i d o v s k ý c h  g e o me t r i c k ý c h  s vě tů .  
 
 
3.4  Eukl idovy Základy geometr ie  
  
    To to  soubo rné  d í l o  ře c k é  ma t e ma t i k y  v z n i k a l o  o d  6 .  s t o l e t í  
p ř . n . l .  a  n a  k n i h á c h ,  j e ž  h o  t v o ř í ,  s e  p o d í l e l o  mn o h o  v ý z n ačnýc h  
ře c k ý c h  ma t e ma t i ků  ( j m e n o v a t  l z e  n a p ř .  H ippok ra t a  z  Ch iu ,  
T h a l e t a ,  E u d o x a  z  K n i d u ,  A r c h y t a  z  T a r e n t u ,  p y t h a g o r e j c e  a  
T h e a i t é t a  z  A t h é n ) .  E u k l i d e s  j e j  k o l e m  r .  3 0 0  p ř . n . l .  dokonč i l  a  
j e h o  z á s l u h o u  j e  p ře d e v š í m u s p o řádán í  pozna tků ,  p ř i  němž  s e  s n a ž i l  
pos tupova t  od  j ednodušš í  l á t ky  ke  s l ož i tě j š í  a  s v á  t v r z e n í  
d o k a z o v a t .  Z á k l a d y  v š a k  n e o b s a hu j í  t e h dy  z n á mé  ma t e ma t i c k é  
v ý s l e d k y .  E u k l i d e s  b y l  a u t o r e m i  d a l š í c h  ma t e ma t i c k ý c h  dě l ,  me z i  
něž  p a t ř í  nap ř .  D a t a ,  Por i sma ta  a  m i mo  t o  k n i h a  o  k u ž e l o s ečkách ,  
k t e r á  s e  s t a l a  z á k l a d e m p r o  p o z dě j š í  v ý z na mné  d í l o  A p o l l on i a  
z  P e r g y .  Z  j e h o  p r a c í  s e  d o c h o v a l y  j e n  něk t e r é ,  ne dos á h l y  v š a k  
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v ý z n a mu  j e h o  Z á k l a dů ,  k t e r é  by ly  p ře k l á d á n y  d o  a r abských  j a zyků  
a  z  n i c h  d o  s t ředověk é  l a t i n y  a  p o s t u p e m  času  s e  s t a l y  j ednou  
z  n e j r oz š í ře ně j š í ch  kn ih  západn í  ku l t u ry .  D le  odhadů  j e n  t i s ke m  
vyš lo  v í ce  než  1  500  vydán í ,  z  n i chž  něk t e r á  d o s á h l a  o b r o v s k ý c h  
n á k l a dů .  
    
Euk l i dovy  Zák l ady  j sou  rozdě l eny  do  t ř i nác t i  k n i h .  J e j i c h  
v r c h o l e m j e  p r o s l u l ý  s y s t é m a x i ó mů ,  t e d y  n e j j e d n o d u š š í c h ,  d á l e  j i ž  
nedokazovaných  a  ne roz lož i t e l ných  z á k l a d n í c h  p r a v d ,  n a  n i c h ž  j e  
vybudována  ce l á  geome t r i e .  P rvn í  kn iha  Zák l adů  s e  z abývá  
t r o júhe ln íky  a  r ovnoběžn íky  a  konč í  k l a s i c k ý m e u k l i d o v s k ý m  
důk a z e m P y t h a g o r o v y  vě t y .  Druhá  kn iha  j e  věn o v á n a  p l a n i me t r i i ,  
k n i h a  t ře t í  a  č t v r t á  p l a n i me t r i i  d á l e  r oz v í j e j í  a  p o d á v a j í  n a u k u  
o  k r u h u  a  tě t i v o v ý c h  a  t ečnových  mnohoúhe ln í c í ch .  Kn iha  pá t á  
p o j e d n á v á  o  p o mě r e c h ,  k n i h a  š e s t á  p a k  z k o u má  g e o me t r i c k o u  
podobnos t .  V  t é t o  kn i ze  Euk l i de s  mi m o  j i n é  v y s l o v u j e  r o z š í ře n í  
Py thago rovy  vě t y ,  když  uvád í ,  ž e  souče t  p o d o b n ý c h  o b r a z ců  n a d  
oběma odvě s n a m i  s e  v ž d y  r o v n á  o b d o b n é m u  p o d o b n é m u  ú t v a r u  n a d  
p ře p o n o u  [ 12 ,  s . 48 -49 ] .  V  da l š í ch  kn ihách ,  s edmé  až  de sá t é ,  
Euk l i de s  vybudova l  úp lnou  t eo r i i  č í s e l .  Hovo ř í  zde  mi mo  j i né  
o  rozd í l u  mez i  p rvoč í s l y  a  č í s l y  s lo ž e n ý mi  a  p ředk l ádá  důkaz ,  ž e  
p r v oč í s e l  j e  n e k o n ečně  mn o h o  ( důk a z  o  n e s p oče t n o s t i  p r v oč í s e l ) .  
F a k t ,  ž e  k n i h a  o  g e o me t r i i  s e  z a b ý va l a  t a ké  t e o r i í  č í s e l ,  můž e  b ý t  
poněkud  p řekvap ivý .  Euk l ide s  v šak  č í s l a  r ep r ezen tova l  j ako  
ú s ečk y ,  k t e r é  mě l y  u rč i t é  v l a s t n o s t i  a  g e o me t r i c k ý  v ý z n a m.  P r á vě  
kvů l i  b u d o v á n í  t e o r i e  č í s e l  p o mo c í  g e o me t r i e  a  d é l e k  ú s eče k  s e  
d o s t a l  d o  n e ma l ý c h  o b t í ž í  p ř i  z á p i s u  i r a c i o n á l n í c h  č í s e l ,  j i mž  s e  v e  
s v é m d í l e  t a k é  věn u j e .  Kn i h y  z b ý v a j í c í ,  j e d e n á c t o u  a ž  t ř i n á c t o u ,  
věn u j e  au t o r  s t e r e o me t r i i .  P ř i  s vých  úvahách  o  ob j emu  tě l e s  
Euk l i de s  pos tupu j e  t ak ,  j ako  by  ov l áda l  z ák l ady  i n f i n i t e z imá ln ího  
poč t u ,  k t e rý  ob j ev i l i  a ž  v  17 .  s t o l e t í  Le ibn i z  a  Newton .  Euk l i de s  
dnes  bývá  spo jován  p ře d e v š í m s  r o z v o j e m g e o me t r i e ,  ačk o l i v  s e  
v  Z á k l a d e c h  n e věn u j e  p o u z e  j í .  T a t o  ma t e ma t i c k á  o b l a s t  b y l a  t o t i ž  
j e h o  a x i oma t i c k ý m  p ř í s t u pem  o v l i v něn a  p r a v děpodobně  n e j v í ce .  
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E u k l i d e s  s e  t e d y  z a b ý v a l  p o uz e  g e o m e t r i í  r o v i n n o u  ( p l a n i me -
t r i í )  a  p r o s t o r o v o u  ( s t e r e o me t r i í )  a  j e h o  ( e u k l i d o v s k á )  g e o me t r i e  
t v o ř í  vůbe c  n e j s t a r š í  čá s t  g e o me t r i e ,  z a l o ž e n ou  n a  a x i o me c h ,  d á l e  
p a k  d e f i n i c í c h  a  p o s t u l á t e c h .   
    
D e f i n i c  E u k l i d e s  v  Z á k l a d e c h  z a vá d í  d v a c e t  t ř i .  De f inu j e  
t a k o v é  p o j my ,  j a k o  j s o u  b o d ,  čá r a ,  p ř í mk a ,  k r u h ,  ú h e l ,  p o v r c h  a  
r o v i n a .  N a p ř .  k r u h  p o p i s u j e  j a k o  r o v i n n ý  ú t v a r  u z a v ře n ý  t a k ov o u  
k ř i v k o u ,  ž e  v š e c h n y  ú s ečk y ,  k t e r é  j i  s p o j u j í  s  j e d n í m  z  b o dů  l e ž í c í c h  
u v n i t ř  t o h o t o  k r u h u  z v a n ý m  s t ře d ,  m a j í  s t e j n o u  d é l k u  [ 2 3 ,  s . 3 2 ] ,  
a  r o v n o běž k y  v y me z u j e  j a k o  p ř í m k y ,  k t e r é  l e ž í - l i  v e  s t e j n é  r o v i ně ,  
s e  n i k d e  n e s b í h a j í ,  p o k u d  b y c h o m  j e  v  o b o u  s mě r e c h  p r o d l o u ž i l i  d o  
n e k o n ečna  [ 23 ,  s . 32 ] .  U v á d í  v š a k  t a k é ,  ž e  b o d  j e  t o ,  c o  s e  n e d á  
r o z dě l i t ,  čá r a  n e má  ž á d n o u  š í řku  a t d .  J a k  j e  v i dě t ,  z  d n e š n í h o  
p o h l e d u  j s o u  něk t e r é  E u k l i d o v y  d e f i n i c e  v ág n í  a  s o t v a  p o u ž i t e l n é ,  
n e b oť  s e  snaž í  de f i nova t  po jmy  ne d e f i n o v a t e l n é .  J i n é  z  j e h o  
d e f i n i c ,  n a p ř .  p r ávě  d e f i n i ce  k ruhu ,  r ovnoběž e k  č i  p r a v é h o  ú h l u ,  
v š a k  v ý z n a m m a j í .  
    
E u k l i d e s  d á l e  u vá d í  pě t  p o s t u l á tů  ( p o s t u l á t  j e  f i l o z o f i ck ý  
vý raz  p ro  p ře d p o k l a d  l i š í c í  s e  o d  a x i o m u  a  h y p o t é z y ,  k t e r ý  n e n í  a n i  
e v i d e n t n í ,  a n i  d e m o n s t r o v a t e l n ý ,  a l e  k t e r ý  s e  p ředpok ládá ;  j e  v ždy  
p o v a ž o v á n  z a  p r a v d i v ý  a  z ře jmý ,  an i ž  by  by l  požadován  
důk a z  [ 22 ,  s . 75 ] ) ,  z  n i c h ž  l z e  v š e c h n y  d a l š í  p o j my  l o g i c k y  o d v o d i t .  
J e d n á  s e  o  n á s l e d u j í c í  p o s t u l á t y :   
 
1 .  Od k t e réhoko l i  bodu  ke  k t e r émuko l i  b o d u  l z e  v é s t i  e u t h e i u .   
2 .  E u t h e i u  l z e  n e p ře t r ž i tě  p r od l ouž i t .   
3 .  Z  j a k é h o ko l i  s t ře d u  j a k ý m k o l i  p o l o mě rem  l z e  s e s t ro j i t  k ruh .   
4 .  Všechny  p ravé  úh l y  j sou  navzá j em  s t e jné .  
5 .  K d y ž  d v o j i c e  e u t h e i í  p r o ťa t a  t ře t í  e u t h e o u  t v o ř í  na  t é ž e  
s t r a ně  v n i t řn í  úh l y  menš í  dvou  p ravých ,  pak  ony  dvě  e u t h e y ,  
p rod louženy  j souce  do  nekonečna ,  sb íha j í  s e  na  t é  s t raně ,  k d e  
j sou  úh l y  menš í  dvou  p ravých  ( o b r .  8 ) .           [17 ,  s . 110 ]  
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

Na  zák l adě  těch t o  p o s t u l á tů  do k á z a l  E u k l i d e s  vě t y  
o  g e o me t r i c k ý c h  ú t v a r e c h .  E u t h e o u  p ř i t o m o z n aču j e  p ř í mo u  čá r u .  
N e j e d n á  s e  t e d y  a n i  o  p ř ímku ,  neboť  eu theu  l z e  p rod louž i t ,  an i  
o  ú s ečku ,  neboť  e u t h e a  n e má  k r a j n í  b o d y .  
 
 
 3 .5  Reakce  na pátý  postulát  
 
 N a  p r v n í  p o h l e d  j e  v i dě t ,  ž e  pá t ý  pos tu lá t  s e  od l i šu j e  od  
v š e c h  o s t a t n í c h .  Euk l i d e s  s  n í m  n e b y l  s p o k o j e n  a  p o k o u š e l  s e  m u  c o  
n e j d é l e  v y h n o u t .  P r o t o  p r v n í c h  2 8  vě t  v  E l e m e n t e c h  d o k á z a l  b e z  
j e h o  p o u ž i t í .  [32 ]  
 
 
 
 
 
 
 
    α  +  β    180 o              Obr .8  
 
P á t ý  p o s t u l á t :  Když  dvo j i c e  eu the i í  p ro ťa ta  t ře t í  eu t h e o u  
t v o ř í  n a  t é ž e  s t r aně  vn i t řn í  ú h l y  m e n š í  d v o u  p r a v ý c h ,  p a k  o n y  d vě  
e u t h e y ,  p r o d l o u ž e n y  j s o u c e  d o  n e k o n ečn a ,  s b í h a j í  s e  n a  t é  s t r a ně ,  
k d e  j s o u  ú h l y  m e n š í  d v o u  pr a v ý c h .  
 
T e n t o  p o s t u l á t  v z b u d i l  v e l k o u  p o z o r n o s t  a n t i c k ý c h  f i l o z o fů  –  
ma t e ma t i ků  a  pozdě j i  i  ma t e ma t i ků  s t ře d o věkých  a  novověk ý c h .  
F i l o z o f o v é  v y t ý k a l i  p á t é m u  p o s t u l á t u  n a p ř í k l ad  nepouž i t e l nos t  
t a k o v é  d e f i n i c e  p ř i  r o z h o d o v á n í  o  r o v n o běž n o s t i  p ř í me k .  J a k  j i ž  
b y l o  řečeno  výše ,  pos tu l á ty  j sou  z ře j mé  a  n e p o t ře bu j í  ž á dné  da l š í  
o s vě t l ován í .  Z ře j m é  j e  v š a k  t o ,  c o  s e  o d e h r á v á  p ře d  n a š í m  z r a k e m ,  
a l e  p r o d l u ž o v á n í  p ř í me k  d o  n e k o n ečna  t u to  v l a s tnos t  nemá .  Z ře j mě  
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p r o t o  s e  j e š tě  z a  E u k l i d o v a  ž i v o t a  o b j e v i l y  n á z o r y ,  ž e  s e  n e j e d n á  
o  p o s t u l á t ,  a l e  j en  o  t v r zen í ,  k t e r é  j e  t řeba  dokáza t  pomoc í  č t y ř  
p ředchoz í ch  pos tu l á tů .  Euk l i de s  pos tupova l  po  vys loven í  
p á t é h o  p o s t u l á t u  l o g i c k y  s p r á v ně ,  a l e  t í m s p í š e  s e  s t á v a l  p o s t u l á t  
p ře d mě t e m  z k o u má n í  a  s n a h  o  j e h o  o d v o z e n í  z e  z ře j mě j š í c h  
t v r z e n í .  Ča s t o  s e  p a k  s t áva l o ,  ž e  ma t e ma t i c i  v  „ důk a z u “  p ou ž i l i  
něc o ,  c o  mě l i  v e  s k u t ečn o s t i  d o k á z a t ,  n e b oť  t a k o v é  „ s a mo z ře j m é “  
vě t y  by ly  s  pá tým pos tu l á t em ekv iva l en tn í .   
    
S  p á t ý m E u k l i d o v ý m p o s t u l á t e m j s o u  e k v i v a l e n t n í  n a p ř .  t y t o  
vě t y :  
Ax ióm rovnobě ž n os t i  ( v i z  dá l e  P roc lu s )  
Souče t  v n i t řn ích  úh lů  v  t r o j ú h e l n í k u  j e  1 8 0 0 .  
Souče t  v n i t řn ích  úh lů  v e  č t y řúhe ln í ku  j e  360 0 .  
Každému  t ro júhe ln í ku  l z e  opsa t  k ru žn i c i .  
Py thagorova  vě t a  
 
H l a v n í mi  dův o d y ,  k t e r é  v e d l y  k e  z p o c h y b něn í  p r a v d i v o s t i  
p á t é h o  p os t u l á t u ,  by l y  j e d n a k  n e s k l a dná  f o r mu l a c e  myš l e n k y  ( b y l o  
k  n í  p o t řeba  v í ce  s l ov ,  než  k  fo r mu lac i  p ře dc h oz í c h  č t y ř  p o s t u l á tů ) ,  
j e d n a k  z k u š e n o s t i  Ře ků  s  o š i d n o s t í  s m y s l o v é h o  p o z n á n í .  P r a me n e m  
ne j i s t o ty  moh la  bý t  i  Euk l i d o v a  z j e v n á  o p a t r n o s t  p ř i  f o r m u l a c i  
p o s t u l á t u ;  n e h o v o ř í  t o t i ž  o  t o m,  ž e  s e  d a n é  p ř í mk y  p r o t í na j í ,  a l e  
u v á d í  p o u z e ,  ž e  s e  s b í h a j í .  Sb í h a t  s e  v š a k  mo h o u  i  a s y mp t o t i c k y .  
 
 N e j e d e n  ma t e ma t i k  s i  v š i ml  n á p a d n é  o d l i š n o s t i  f o r m u l a c e  
t oho to  pos tu l á tu  od  o s t a tn í ch ,  a  pá tý  Euk l i dův  p o s t u l á t  t a k  mě l  
p o z dě j i  z á s a d n í  v l i v  n a  v z n i k  n e e u k l i d o v s k ý c h  g e o me t r i í .   
 
J e d n í m z  p r v n í c h  ma t e ma t i ků ,  k t e ř í  s e  snaž i l i  o  důkaz  pá t ého  
p o s t u l á t u  b y l  P o s i d o n i o s  ( a s i  1 3 5  –  50  p ř . n . l . ) .  Ten  na l ez l  i deu  
r o v n o běž n o s t i  v  p o j mu ,  k t e r ý  d n e s  n a z ý v á me  e k v i d i s t a n t a .  
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A s t r o n o m  a  ma t e ma t i k  P t o l e ma i o s  K l a u d i u s  ( a s i  1 0 0  –  1 7 8 )  
v y s vě t l o v a l  p á t ý  p o s t u l á t  v e l mi  k o m p l i k o v a ně ,  v e  sku t ečn o s t i  v š a k  
v y c h á z e l  z  j e h o  a l t e r n a t i vn í  f o r mu l a c e ,  z  n í ž  o d v o d i l  původn í  
z něn í .  Tau to log i cké  t v r zen í  v šak  za  důk a z  s a moz ře j mě  p o v a ž o v a t  
n e můž e m e .  
 
    P r o c l u s  D i a d o c h o s  ( 4 1 0  –  4 8 5 ) ,  s c h o l a r c h  n a  P l a t ó n o vě  
A k a d e mi i ,  n a p s a l  k  Z á k l a dům  k o me n t á ř ,  v e  k t e r ém seznamuje  
č t e n á ře  s e  s v ý m p o k u s e m o d v o d i t  p á t ý  p o s t u l á t  z  p r v n í c h  č t y ř .  P í š e  
z d e  t a k é ,  ž e  P t o l e ma i o s  p o d a l  c h y b n ý  důk a z .  S á m P r o c l u s  o v š e m 
p o d a l  j i n ý  c h y b n ý  důk a z ,  k d y ž  ml u v i l  o  v z d á l e n o s t i  r o v n o běžných  
p ř í me k ;  s i c e  j i  b l í ž e  n e s p e c i f i k o v a l ,  t v rd i l  v šak ,  ž e  j e  kons t an tn í .  
T o  o v š e m  n e l z e  ma t e ma t i c k y  d ok á z a t  b e z  p o u ž i t í  p o s t u l á t u  
o  r o v n o běž k á c h ,  a  P r o c l u s  s e  t e d y  d o p u s t i l  s t e j n é  c h y b y  j a k o  
P to l ema ios .  Ob jev i l  v šak ,  ž e  pá tý  p o s t u l á t  j e  e k v iv a l e n t n í  j i n é m u  
a x i ó mu :   
 
Je - l i  dána  p ř í m k a  a  b o d  n a  n í  n e l e ž í c í ,  p a k  l z e  t í m t o  b o d e m  
p r o l o ž i t  p ř í m k u ,  k t e r á  b u d e  s  p r v n í  p ř ímkou  rovnobě ž n á .  [ 32 ]  
     
T e n t o  a x i o m n e s e  j mé n o  J o h n a  P l a y f a i r a ,  k t e r ý  v  r o c e  1 7 9 5  
n a p s a l  k  Z á k l a dům  v y n i k a j í c í  k o me n t á ř .   
 
 V  pods t a tě  s t e j né  chyby  j ako  P r o c l u s  s  P t o l e ma i e m s e  
o  něko l ik  s t o l e t í  pozdě j i  dopus t i l  i  b agdádský  uče n e c  T h á b i t  i bn -
Q u a r r a  ( 83 0  –  9 0 1 ) .  
 
 Š v ý c a r s ký  ma t e ma t i k  a  E u l e rův  ž á k  L o u i s  B e r t r a n d      
( 1 7 3 1  –  1 8 1 2 )  v e  s v é m důk a z u  p á t é h o  p o s t u l á t u  p ře d po k l á d a l ,  ž e  
d a n ý m b o d e m l z e  k  d a n é  p ř í mc e  v é s t  a l e s p oň  dvě  různé  rovnoběž -
ky .  Rov inu  pak  rozdě l i l  n a  n e k o n ečný  poče t  shodných  pá sů  a  
konečný  poče t  shodných  úh lů ,  k d y  b y l  ú h e l  čá s t í  p á s u  a  d o š e l  k e  
spo ru .  Chyba  a l e  spoč í v a l a  v  t o m,  ž e  s  n e k o n ečn ý mi  mn o ž i n a m i  
p r o v á dě l  o p e r a c e ,  j a k o  b y  by l y  k o n ečn é .  
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    N á s l e d o v a l o  j e š tě  mn o h o  p o k u sů  d o k á z a t  p á t ý  pos t u l á t  
p o u ž i t í m  z b y l ý c h  č t y ř ,  řa d a  z  n i c h  b y l a  p ř i j a t a ,  a l e  p o z dě j i  s e  
u k á z a l y  b ý t  c h y b n ý mi .  D a l š í  ma t e m a t i k o v é  z k o u m a l i  j i n é  
v l a s t n o s t i ,  s  p á t ým  p o s t u l á t e m e k v i v a l e n t n í .  J oh n  Wa l l i s       
( 1 6 1 6  –  1 7 0 3 ) ,  p ře d n í  a n g l i c k ý  ma t e ma t i k  p řednewtonovské  é ry ,  
k t e r ý  mi m o  j i n é  z a v e d l  z n ačku  ∞  p ro  nekonečno ,  v  r oce  1663  
d o k á z a l  ná s l e d u j í c í  t v r z e n í  j a k o  e k v i va l e n t n í  pá t é mu  p o s t u l á t u :   
 
Ke  každému  t ro júhe ln í ku  ex i s t u j e  podobný  t ro júhe ln í k  l i bo -
v o l n é h o  zvě t š e n í .  [ 32 ]  
 
    V e  s n a h á c h  o  důk a z  p á t é h o  p o s t u l á t u  s e h r á l a  v ý z n a mn o u  r o l i  
p r á c e  G i r o l a ma  S a c c h e r i h o  ( 1 6 6 7  –  1 7 3 3 ) .  Dů l e ž i t o s t  j e h o  důkazu  
z  r o k u  1 6 9 7  s p oč í vá  v  novém p ř í s t u p u .  N e j p r v e  s e  t a k é  p o k o u š e l  
p á t ý  p o s t u l á t  d o k á z a t  p ř í m o ,  p a k  s e  a l e  v z d a l  n a dě j e  n a  ú s pěch  
t o u t o  c e s t o u  a  z v o l i l  důk a z  p o moc í  s p o r u ,  k d y  c h tě l  d o k á z a t ,  ž e  
n e g o v a n ý  p á t ý  p o s t u l á t  j e  s  o s t a t n í mi  p o s t u l á t y  n e s l uč i t e l ný .  
P ř i p u s t i l  t e d y ,  ž e  m o h o u  p l a t i t  s o učasně ,  a  c h tě l  d o j í t  k e  s p o r u .  V e  
s v é m p o s t u p u  b o h u ž e l  u dě l a l  c h y b u ,  o d v o d i l  v š a k  řa d u  vě t  
n e e u k l i d o v s k é  g e o me t r i e ,  a n i ž  k  n í  d o s pě l .   
     
S a c c h e r i ho  p o k r ačo v a t e l ,  něme c k ý  ma t e ma t i k ,  f y z i k ,  a s t r o -
n o m a  f i l o z o f  J o h a n  H e n r i c h  L a mbe r t  ( 1 7 2 8  –  1 7 7 7 )  d o s pě l  v e  s v é  
p r á c i  j e š tě  b l í ž e  c í l i .  V  r oc e  1 7 6 6  t o t i ž  u k á z a l ,  ž e  v  S a c c h e r i h o  
n o v é  g e o me t r i i  r o s t e  s o uče t  úh lů  v  t r o júhe ln íku ,  pokud  ve l i kos t  
p l o c h y  t r o j ú h e l n í ků  k l e s á .  P ře s t o  s e  L a mbe r t  n e s t a l  ob j e v i t e l em  
n e e u k l i d ovs k é  g e ome t r i e ,  ne b oť  s e  n e d o k á z a l  z b a v i t  p ře d s u d ků  a  
d o mní v a l  s e ,  ž e  t o ,  c o  v i d í ,  j e  p o u h ý  k l a m.  
 
 Wa l l i s ,  L a mbe r t  i  S a c ch e r i  v y ch á z e l i  z  dě l  a r a b s k ý c h  
ma t e ma t i ků  Nas í r a  ad -Dín  a t -Tús ího  (1201  –  1274 )  a  Oma ra  
C h a j j á ma  ( 1 0 4 8  –  1 1 3 1 ) ,  k t e ř í  v e  s v ý c h  n a  s e b e  n a v a z u j í c í c h  
p r a c í c h  uč i n i l i  ve  s n a h á ch  o  důk a z  p á t é h o  p o s t u l á t u  v ý z n a mn é  
k r o k y .  
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    Č t y ř i c e t  l e t  své h o  ž i v o t a  s t r á v i l  s t ud i e m p o s t u l á t u  
o  r o v n o běžkách  Adr i en  Mar i e  Legend re  (1752  –  1833 )  a  svou  p r ác i  
sh rnu l  v  doda t c í ch  k  růz n ý m  v y d á n í m v e l mi  ú s pě šné  kn ihy  
É l e m e n t s  d e  G é o m é t r i e .  D o k á z a l  n a p ř í k l a d ,  ž e  E u k l i dův  p á t ý  
p o s t u l á t  o d p o v í d á  t v r z e n í :   
 
    Souče t  úh lů  v  t ro júhe ln í ku  j e  roven  dvěma pravým úh -
lům.  32   
 
    J e a n  l e  R o n d  D ' A l e mb e r t  ( 1 7 1 7  –  1 7 8 3 )  o z n ač i l  v  r oce  1767  
p r o b l é m r o v n o běž e k  z a  s k a nd á l  e l e me nt á r n í  g eo me t r i e .   
 
 
3 .6  Objev  neeukl idovských geometr i í  
  
    P r v n í m ma t e ma t i k e m,  k t e r ý  d o  p r o b l é mu  p á t é h o  E u k l i d o v a  
p o s t u l á t u  p r o n i k l  h l o u bě j i  a  z ača l  c h á p a t  o t á z k u  r o v n o běžnos t i ,  by l  
G a u s s .  T o t o  t é ma  h o  p ř i l áka lo  j i ž  r oku  1792 ,  kdy  s e  ve  věk u  
p o u h ý c h  p a t n á c t i  l e t  p o k us i l  odvod i t  pá tý  pos tu l á t  pomoc í  č t y ř  
z b y l ý c h  p o s t u l á tů .  R o k u  1 8 1 3  v š a k  p ř i zna l ,  ž e  ve lkého  ú spěc h u  
nedosáh l .  O  č t y ř i  r o k y  p o z dě j i  v y j ád ř i l  s v é  p ře s vědče n í ,  ž e  pá t ý  
p o s t u l á t  j e  n a  o s t a t n í c h  p os t u l á t e c h  n e z á v i s l ý .  V  l e t e c h  1 8 1 3  a ž  
1 8 1 6  j a k o  p r o f e s o r  ma t e ma t i c k é  a s t r o n o mi e  v  G ö t t i n g e n u  t o t i ž  
konečně  uč i n i l  d e f i n i t i v n í  p rů l o m,  n a  k t e r ý  s vě t  če k a l  u ž  o d  
Euk l i da .  Vypracova l  r ovn i ce  vy j ad řu j í c í  v z t a h y  me z i  čá s t mi  
t r o j ú h e l n í k u  v  n o v é m,  n e e u k l i d o v s kém p ros to ru ,  j ehož  s t r uk tu ru  
d n e s  n a z ý v á me  h y p e r b o l i c k o u  g e o m e t r i í .  
 T a k  z ača l  s t u d o v a t  dů s l e d k y  g e o m e t r i e ,  v  n í ž  můž e me  b o -
d e m,  k t e r ý  n e l e ž í  n a  d a n é  p ř í mc e ,  v é s t  k  t é t o  p ř ímce  něk o l i k  
r o v n o běžek .  Samos t a tně  t ak  rozv inu l  geome t r i i ,  k t e r á  s i  
neodpo rova l a ,  v  n í ž  nep l a t i l  po s tu l á t  o  r ovnoběž k á c h  a  s o uče t  ú h lů  
v  t r o júhe ln íku  by l  me nš í  než  180  s t upňů .   
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C e l o u  t e o r i i  mě l  G a u s s  p a t r ně  vy t vo řenou  j i ž  r oku  1824 .  
V  ce s tě  k  ú s pěchu  mu  t a k  b r án i l a  j ed iná  věc  –  t u t o  s v o j i  p r á c i  
u c h o v á v a l  v  t a j n o s t i .  J e š tě  z a  Gaussových  ča sů  n eby ly  věda  a  
f i l o z o f i e  p ř í s ně  oddě l e n é ,  f y z i c e  s e  n a p ř í k l ad  n e ř í k a l o  „ f y z i k a “ ,  
a l e  „ p ř í r odn í  f i l ozo f i e“ .  A  v  t é  době  f i l o z o f i i  v l á d l y  n á zo r y  
Imma nue l a  Kan t a ,  k t e rý  ve  svém s těž e j n í m d í l e  20   n a z ý va l  
e u k l i d o v s k ý  p r o s t o r  „ n e z b y t n o u  p o t ře b o u  myš l e n í “ .  K a n t  p í š e :  
Pros to r  j e  nu tnou  p ře d s t a v o u  a  p r i o r i ,  k t e r á  j e  z á k l a d e m  v š e c h  
v ně j š í c h  n á z o rů  ( . . . ) ,  l z e  s i  t o t i ž  p ře d s t a v i t  j e n  j e de n  j e d n o t n ý  
p r o s t o r  ( . . . ) .  G e o m e t r i c k é  vě t y  j s o u  t o t i ž  v še c h n y  a po d i k t i c k é ,  t j .  
s p o j e n é  s  věd o m í m  s v é  n u t n o s t i ,  j a k o  n a p ř í k l a d ,  ž e  p r o s t o r  m á  j e n  
t ř i  r o z mě r y  ( . . . ) .  [ 2 0 ,  s . 5 6  a  5 8 ]  G a u s s  t e d y  n e c h tě l  v y v o l á v a t  
s p o r y .   
 
V  z á s a dě  k  t é ž e  g e o me t r i i  j a k o  G a u s s  d o s pě l  p r ávn ík  
Schwe ika r t ,  k t e rý  ob j ev  Gaus sov i  p ře d v e d l ,  z a  c o ž  s k l i d i l  
p o c h v a l u .  S c h w e i k a r tův  s y n o v e c  T a u r i n u s ,  k t e r é mu  v š a k  G a u s s  
r o k u  1 8 2 4  s v é  m y š l e n k y  s vě ř i l ,  r oku  1825  uve ře j n i l  j a k o  p r v n í  
ú v a h y  o  n e e u k l i d o v s k é  g e o m e t r i i  a  t a k é  h o v o ř i l  o  i ma g i n á r n í  k o u l i ,  
opě t  v š ak  upad l  do  Sacche r iho  chyby  a  p o s l é z e  t v r d i l ,  ž e  p o s t u l á t  
o  r o v n o běž k á c h  p l a t í  v ý h r a d ně  v  E u k l i d o vě  smys lu .  
 
 G a u s s  v e d l  o  t e o r i i  r o v n o běž e k  d e b a t y  s e  s v ý m  p ř í t e l e m  
W o l f g a n g e m v o n  B o l y a i e m ,  k t e r ý  s e  t aké  snaž i l  pá tý  pos tu l á t  
d o k á z a t ,  a v š a k  n e ú s pě š ně .  J eho  syn  J ános  by l  t ímt o  p rob l éme m 
r o v něž  ve l mi  z a u j a t ,  ačko l i  ho  j eho  o t ec  od  snah  o  důk a z ,  k t e r é  
z ača l  p o v a ž o v a t  z a  n e s m y s l n é ,  z r a z o v a l .  J á n o s  B o l y a i  s e  v š a k  
o d r a d i t  n e d a l  a  v  r o c e  1 8 2 3  n a p s a l  o t c i ,  ž e  o b j e v i l  v e l m i  
p ře k v a p u j í c í  věc i ,  nebo ť  s e  mu  poda ř i l o  v y t v o ř i t  pod i vný  nový  
s vě t .  [32 ]  A  sku t ečně  v y b u d o v a l  n e e u k l i d o v s k o u  g e o me t r i i  
t o t o ž n o u  s  g e o me t r i í  G a u s s o v o u .  S v é  p o z n a t k y  p a k  v y d a l  v  p ř í l oz e  
o  2 4  s t r a n á c h  v  o t c o vě  kn i ze  pub l i kované  roku  1832 .   
 P o t é ,  c o  s i  G a u s s  p ř í l ohu  p ro s tudova l ,  napsa l  svému  p ř í t e l i ,  
ž e  m l a d ý  g e o m e t r  J á n o s  B o l ya i  j e  gén iu s  p rvn ího  řádu .  [ 32 ]  B o l ya i  
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p ř i t o m p o u z e  p ředpok l áda l ,  ž e  pá tý  pos tu l á t  nep l a t í ,  a  ž e  by  t edy  
moh la  ex i s t ova t  nová  geome t r i e ,  a  če k a l ,  z d a  d o j d e  k e  s p o r u .  
P ře l o m n a s t a l  v e  c h v í l i ,  k d y  G a u s s  p ř i pus t i l  ex i s t enc i  neeuk l i dov -
s k é  g e o m e t r i e  j a k o  g e o me t r i e  r e á l ně  možné .  Sám pozdě j i  u v e d l ,  ž e  
n e e u k l i d o v s k o u  g e o me t r i i  o b j e v i l  d ř í v e  n e ž  B o l y a i ,  p o u z e  v ý s l e d k y  
své  p r áce  nepub l ikova l .  To  ovšem ne má  na  Bo lya iův  p ř í n o s  
ma t e ma t i c e  ž á d n ý  v l i v .  
     
 N e z á v i s l e  n a  G a u s s o v i  a  B o l y a i o v i  uve ře j n i l  r o k u  1 8 2 9  p r á c i  
o  n e e u k l i d o v s k é  g e o me t r i i  i  r u s k ý  ma t e ma t i k  L o b ačevsk i j .  By l a  
p u b l i k o v á n a  p o u z e  v  R u s k u  v  u n i v e r z i t n í m ča s o p i s e  Kazaň s k ý  
z p r a v o d a j ,  a  B o l ya i  a n i  Ga u s s  t e d y  t u t o  p r ác i  n e z na l i .  Ačko l i  s e  
Lobače v sk i j  s n a ž i l  p ř i b l í ž i t  p r á c i  š i r ok é  v e ře j nos t i ,  j e h o  č l á n e k  b y l  
o d mí t á n .  
 A ž  r o k u  1 8 4 0  v e š l y  L o b ače v s k é h o  ú v a h y  o  n e e u k l i d o v s k é  
g e o me t r i i  v e  z n á mo s t ,  k d y ž  p u b l i k o v a l  k n i h u  G e o m e t r i c k é  o b j ev y  
v  t e o r i i  rov n o bě žek  o  d é l c e  6 1  s t r a n .  T a k  r e v o l učn í  m y š l e n k y  v š a k  
ma t e ma t i k o v é  j e š tě  n e b y l i  s  t o  p ř i jmou t .  
 Lobače v sk i j  r o z dě l i l  v š e c h n y  p ř í m k y  v  r o v i ně  n a  t y ,  j e ž  
d a n o u  p ř ímku  p ro t í na j í ,  a  na  t y ,  j e ž  j i  n ep ro tnou .  Zá roveň  p o s t u l á t  
o  r o v n o běžkách  nah rad i l  pos tu l á t em novým,  k t e r ý  t v r d í ,  ž e  e x i s t u j í  
dvě  p ř í mk y  p r o c há z e j í c í  bo d e m n e l e ž í c í m n a  d a n é  p ř í mc e ,  k t e r é  
j s o u  s  d a n o u  p ř í m k o u  r o v n o běž n é .        
    U k á z a l  r o v něž ,  ž e  v  ma l ý c h  r o z mě r e c h  s e  z á k on i t o s t i  
n e e u k l i d o v s k é  g e o me t r i e  b l í ž í  z á ko n i t o s t e m  p l a t í c í m  
v  e u k l i d o v s k é m p r o s t o r u .   
 
 Z a j í ma v o s t í  j e ,  ž e  L o b ače vs k é h o  d ř í ve  uč i l  J ohann  Ba r t e l s ,  
k t e r ý  pů so b i l  j a k o  p r o f e s o r  v  K a z a n i .  O n  a  W o l f g a n g  B o l y a i  s e  
n e e u k l i d o v s k ý m p r o s t o r e m d l o u h o  z a b ý v a l i  a  d o  d i s k u s í  o  něm  
z a p o j i l i  t a k é  G a u s s e .  O t á z k o u  zů s t á v á ,  z d a  t o  b y l a  o p r a v d u  n á h o d a ,  
ž e  k r á t c e  p o t é ,  c o  G a u s s  o b j e v i l  t u t o  o h r o mu j í c í  t e o r i i  a  d e b a t ov a l  
o  n í  s  p řá t e l i ,  p řá t e l é  a  p ř í buzn í  j eho  p řá t e l  p ř i c h á z e j í  s e  s t e j ný m  
v ý z n a mn ý m o b j e v e m.  V e t š i n a  h i s t o r i ků  s e  v šak  dnes  domnívá ,  
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ž e  s e  š í ř i l a  s p í š e  po d s t a t a  G a u s s o v y  p r á c e  ne ž  k o n k r é t n í  f a k t a  a  ž e  
B o l y a i  a  L o b ače v sk i j  o  s v é m  s n a ž e n í  v  t é  d o bě  n avzá j em nevědě l i .  
 
    R i e ma n n ,  k t e r ý  s v o j i  d o k t o r s k o u  d i s e r t ačn í  p r ác i  p sa l  pod  
Gaus sovým veden ím ,  ve  své  i naugu račn í  p ře d n á š c e  1 0 .  če r v n a  1 8 5 4  
p ře měn i l  c e l ý  k o n c e p t  g e o m e t r i e .  G e o me t r i i  d e f i n o v a l  j a k o  p r o s t o r  
s  d o d a t ečn o u  s t r u k t u r o u ,  k t e r á  u mo žňu j e  s t u d o v a t  j e h o  v l a s t n o s t i .  
R i e ma n n  v e  s v é  p ře d n á š c e  k r á t c e  p o p s a l  „ s f é r i c k o u “  g e o m e t r i i ,  
v  n í ž  k a ž d á  p ř í mk a  p r o c h á z e j í c í  b o d e m P  n e l e ž í c í m n a  p ř í mc e  t u t o  
p ř í mk u  p r o t n e .  V  R i e ma n n o vě  g e o me t r i i  n e e x i s t u j í  r o v n o běž k y .  
S p í š e  n e ž  n a  c e l k o v o u  c h a r a k t e r i s t i k u  s e  z a mě ř i l  n a  v l a s t n os t i  
ma l ý c h  o b l a s t í  p o v r c h u .  Vys vě t l i l ,  j a k  j e  mo ž n é  k o u l i  i n t e r p r e t o v a t  
j a k o  d v o u r o z mě r n ý  e l i p t i ck ý  p r o s t o r ,  a  t a t o  p ře d n á š ka ,  k t e r á  b y l a  
p u b l i k o v á n a  a ž  r o k u  1 8 6 8 ,  d v a  r o k y  p o  R i e ma n n o vě  s m r t i ,  t a k  mě l a  
z á s a d n í  v l i v  n a  r o z v o j  d i f e r en c i á l n í  ge o me t r i e .   
     
B o l y a i  an i  L o b ače v s k i j  n e u k á z a l i ,  ž e  j e j i c h  p o p i s  n o v é  g e o -
me t r i e  j e  k o n z i s t e n t n í .   
P rvn ím,  kdo  s e  konz i s t enc í  neeuk l i dovské  Bo lya iovy -
Lobačevského  geome t r i e  z abýva l ,  by l  Eugen io  Be l t r ami .  V  č l á n k u  
E s e j  o  i n t e r p r e t a c i  ne e u k l i d o v s k é  g e o m e t r i e  z  r oku  1868  p ře d s t av i l  
t r o j r o z mě r n ý  e u k l i d o v s k ý  mo d e l  d v o u r o z mě r n é  n e e u k l i d o v s k é  
geome t r i e ,  k t e rý  r ea l i zova l  na  p seudos f é ře .  T e n t o  mod e l  s i c e  n e b y l  
ú p l n ý ,  a l e  u mo ž n i l  f o r mu l a c i  k o n ečnýc h  z á vě rů  o  E u k l i d o vě  p á t ém 
p o s t u l á t u .  
B e l t r a mi h o  p r á c i  n a  t o mt o  mo d e l u  d o k o nč i l  r o k u  1 8 7 1  F e l i x  
K l e i n .  N a v í c  p o p s a l  i  d a l š í  mo d e l y  n e e u k l i d o v s k ý c h  g e o me t r i í ,  
n a p ř í k l ad  R iemannovy  geome t r i e  s f é r i cké .  
K l e i n  u ká z a l  e x i s t e n c i  t ř í  t ypů  g e o me t r i í  a  s h r n u l  j e j i c h  
v l a s t n o s t i .  P ř í mk y  v  B o l y a i o vě - L o bače v s k é h o  g e o me t r i i  ma j í  d v a  
n e k o n ečně  v zdá l ené  body ,  p ř í mk y  v  R i e ma n n o vě  g e o m e t r i i  ne m a j í  
ž á d n é  d v a  n e k o n ečně  v z d á l e n é  b o d y  ( r e s p .  ma j í  d v a  i ma g i n á r n í  
n e k o n ečně  v z d á l e n é  b o d y )  a  e u k l i d o v s k á  g e o me t r i e  j e  h r a n ičn í  
p ř í p a d  me z i  těmi t o  d věma  t ypy  geome t r i í .  
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O b j e v  n e e u k l i d o v s k é  g e o me t r i e  b y l  z l o mo v ý m  k r o k e m v ý v o j e  
l i d s k é h o  m y š l e n í .  U k á z a l  něc o ,  c o  p r o t i řeč i l o  s my s l o v é  z k u š e n o s t i  
č l o věk a ,  a  t í m i  o b e c ně  p ř i j a t é mu  n á z o r u .  N a v í c  t o  b y l o  p o p r v é ,  c o  
s e  p o v e d l o  u k á z a t ,  ž e  v  r á m c i  d a n é h o  a x i o ma t i c k é h o  s ys t é mu  j i s t é  
t v r z e n í  d o k á z a t  ne l z e  a  t a t o  myš l e n k a  s e  p o z dě j i  s t a l a  j e d n í m  
z  p i l í ř ů  vn í má n í  s vě t a  a  l i d s k ý c h  m o ž n o s t í .  T í m,  ž e  b y l o  u k á z á n o ,  
ž e  t r a d ičn í  p ře svědčen í  l i d s tva  o  p r avd ivos t i  a  neměn n o s t i  
d o s a v a d n í h o  p o z n á n í  n e m u s í  b ý t  z a l o ž e n o  n a  p r a v d i v ý c h  
a r g u me n t e c h  n e b o  ž e  t y t o  a r g u me n t y  n e mus e j í  b ý t  v yče r p á v a j í c í ,  s e  
o t e v ře l  p ro s to r  p ro  zpochybňo v á n í  „ a b s o l u t n í c h  p r a v d “  i  v  j i n ý c h  
o b l a s t e c h  l i d s k éh o  myš l e n í ,  n ež  b y l a  ma t e m a t i k a .  O b j e v  
n e e u k l i d o v s k ý c h  g e o me t r i í  s p o l u  s  d a l š í mi  r e v o l učn í mi  myš l e n k a m i  
( n a p ř .  t e o r i e  e v o l u c e  C h a r l e s e  D a r w i n a ,  z a l o ž e n á  n a  p ř í r odn ím  
výbě r u ,  č i  L a p l a c e o v a  t e o r i e  o  v z n i k u  s l u n ečn í  s ous t a vy  z  r o t u j í c í  
ml h o v i n y  2  )  t ak  podpo ř i l  v s t ř í cnos t  vůč i  j i n ý m n á z o rům,  a  ve  
s v é m dů s l e d k u  t e d y  i  t o l e r a n c i  o d l i š n ý c h  k u l t u r .  
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4 Typy neeuklidovských geometrií  
  
 
4.1   Tř i  základní  druhy geometr i í  
 
 G e o me t r i i ,  o  j e j í ž  o b j e v  s e  z a s l o u ž i l i  G a u s s ,  B o l y a i  a  
Lobačevsk i j ,  dnes  nazýváme  geome t r i í  hype rbo l i ckou .  
V  h y p e r b o l i c k é m g e o me t r i c k é m p r o s t o r u  l z e  v  r o v i ně  v é s t  k  dané  
p ř í mc e  p  d a n ý m b o d e m n a  n í  n e l e ž í c í m p r á vě  dvě  r o v n o běž k y ,  
a  n a v í c  m n o h o  růz n ý c h  p ř í me k ,  k t e r é  p ř í mk u  p  n i k d y  n e p r o t n o u ,  
a  v  dů s l e d k u  t o h o  j e  s o uče t  úh lů  v  t r o júhe ln íku  men š í  n e ž  d v a  ú h l y  
p r a v é .  
 V  k l a s i c k é m,  e u k l i d o v s k é m p r o s t o r u  l z e ,  j a k  v í me ,  v  r o v i ně  
v é s t  k  d a n é  p ř í mc e  p  d a n ý m  b o d e m  n a  n í  n e l e ž í c í m p r á vě  j ednu  
p ř í mk u ,  k t e r á  p ř í mk u  p  n i kdy  nep ro tne ,  v  dů s l edku  če h ož  j e  s o uče t  
úh lů  v  t r o júhe ln íku  roven  dvěma  úh lům p r a v ý m .  
Z b ý v á  t e d y  t a k o v ý  g e o me t r i c k ý  p r o s t o r ,  v  němž  b y  s e  p r o t n u -
ly  každé  dvě  růz n é  p ř í mk y  l e ž í c í  v  t é ž e  r ov i ně  a  souče t  ú h lů  
v  t r o j ú h e l n í k u  b y  b y l  vě t š í  n e ž  d v a  ú h l y  p r a v é .  T a k o v ý  g e o me t r i c -
k ý  s vě t  n a z ý v á me  e l i p t i c k o u  geome t r i í .  Ta  bývá  někdy  nazývána  
g e o me t r i í  R i e ma n n o v o u ,  j e l i k o ž  s e  o  j e j í  z r o z e n í  z á s a d n í m  
z pů sobem za s louž i l  Be rnha rd  R iemann  p ř i  r ozv í j en í  d i f e r enc i á ln í  
g e o me t r i e .  K o n ečnou  podobu  v šak  obd rže l a  a ž  v  E r l angenské m 
p r o g r a mu  F e l i x e  Kl e i n a .  31   
 
  
4.2  Popis  neeukl idovských geometr i í  
 
C h c e me - l i  s e  b l í ž e  s e z n á m i t  s  ma t e ma t i c k ý m  p o p i s e m  n e e u -
k l i d o v s k ý c h  g e o m e t r i í ,  můž e me  če r p a t  z e j mé n a  z  p ub l i k a c í  11  ,  
15  ,  19  ,  25   a  31  .  N í že  uvedený  pop i s  p ře j í má m  s  ú p r a v a mi  
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p ře d e v š í m  z  k n i h y  E g mo n t a  C o l e r a  11  ,  n eboť  j e  d í k y  s v é  
p ře h l e d n o s t i  p r o  p o t ře b y  t é t o  p r á c e  ne j v h o d ně j š í .  
 
Označme  s i  n– r ozmě r n ý  p r o s t o r  R n .  (Pov rch  kou l e  pak  bude  
s t e j n o mě r ně  z a k ř i v e n ý m p r o s t o r e m R 2 ,  k r u h  s t e j n o mě r ně  z a k ř i vený  
p r o s t o r  R 1 . )  M í r u  p r o  z a k ř i v e n í ,  t z v .  k ř i v o s t ,  v y mys l e l  p r o  R 1  j i ž  
I s a a c  N e w t o n ,  n a  p l o c h y  p a k  p o j e m  k ř i v o s t i  r oz š í ř i l  G a u ss .  
A b y c h o m  z j i s t i l i  mí r u  z a k ř i v e n í ,  s t a n o v í me  d věma  č í s e l n ý mi  
h o d n o t a m i  n e j vě t š í  a  n e j me n š í  z a k ř i v e n í  p r v k u  p l o c h y .  V y c h á z í m e  
p ř i t o m z  t o h o ,  ž e  k a ž d ý  n e j me n š í  d í l e k  l i b o v o l n é  k ř i v ky  j e  mož n o  
p o v a ž o v a t  z a  n e p a t r n o u  čá s t  k r u h o v é h o  o b l o u k u .  T a k  má  k a ž d ý  
p r v e k  k ř i v k y  v  j a k é mk o l i  m í s tě  t akzvaný  po lomě r  k ř i v o s t i ,  k t e r ý  j e  
r oven  po lomě r u  k r u ž n i c e ,  s  n í ž  j e  p r á vě  v  t o mt o  mí s tě  k ř i v k a  
i den t i cká  ( o b r .  9  1 1 ,  s . 3 8 4  ) .   
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                     Obr .  9  
 
Čá s t  AB  k ř i v k y  k  n a  o b r á z k u  má  t a k  p o l o mě r  k ř i vos t i   1  a  
čá s t  CD  p o l o mě r  k ř i vos t i   2 .  K ř i v o s t  v y j a d řu j e me  p ře v r á c e n o u  
h o d n o t o u  p o l o mě r u  k ř i vos t i ,  t edy  1 / 1  a  1 / 2 .   P o d l e  ú ml u v y  
můž e me  j e š tě  u rč i t  s mě r  z a k ř i v e n í ,  a  t o  z n a mé n k e m.  Z n a mé n k e m  s e  
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budou  l i š i t  t akové  po lomě r y  k ř i vos t i ,  k t e r é  p rob íha j í  opačnými  
s mě r y ,  c o ž  z n a me n á ,  ž e  s t ře d y  k r u ž n i c  k ř i vo s t i  ( v  na š e m p ř í p a dě  
M 1  a  M 2 )  l e ž í  n a  o p ačných  s t r anách  k ř i vky .  V  p ř í p a dě  uvedeném 
n a  o b r á z k u   t e d y  u v a ž u j e me  k ř i v o s t i  1 / 1  a  – 1 / 2 ,  n ebo  –1 / 1  a  
1 / 2 .  
A b y c h o m  z j i s t i l i  G a u s s o v u  k ř i v o s t  p l o c h y ,  p r o l o ž í me  mě ře -
n ý m p r v k e m  p l o c h y  d vě  k o l mé  p rů s ečn é  r o v i n y ,  k t e r é  s t o j í  k o l m o  i  
k  s o bě  n a v z á j e m ( o b r .  1 0  1 1 ,  s . 3 8 4  ) .  J ako  výs l ednou  k ř i vos t  pak  
o b d r ž í me  s o uč i n  k ř i vos t í  obou  p rvků  k ř i v e k ,  k t e r é  d os t a n e me  j a k o  
p rů s eč í k  s  r o v i n a mi ,  č i l i  1 / ( 1 2 ) .  Le ž í - l i  o ba  s t ře d y  k ř i v o s t i  n a  
opačných  s t r anách  zak ř i v e n é  p l o c h y ,  mus í  b ý t  j e d n a  z e  d v o u  
k ř i v o s t í  z á p o r n á ,  v ý s l e d n o u  k ř i v o s t  p a k  o b d r ž í me  j a k o  – 1 / ( 1 2 )  a  
ml u v í me  o  p l o c h á c h  s e  z á p o r n ý m z a k ř i ven ím nebo  t a ké  p lochách  
s ed lov i t ých ,  j ak  j e  v idě t  n a  o b r .  1 0 .  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
     Obr .  10  
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O  t akových  p lochách ,  j e j i chž  oba  po lomě r y  k ř i v o s t i  ma j í  
v  k t e r é mk o l i  mí s tě  s t á l e  s t e j nou  ve l i kos t ,  t zn .   1 =  2  ,  ml uv í me  
j a k o  o  p l o c h á c h  s  k l a d n ý m n e b o  z á p o r n ý m k o n s t a n t n í m  z a k ř i v e n í m,  
a  j e j i c h  k ř i v o s t  j e  t e d y  r o v n a  1 / 2 ,  kde    =  1 =  2  .  
 
T a k o v ý c h  p l o c h  j s o u  t ř i  d r uhy :  
1 )  J s o u - l i   1  =   2  k l adné  (ne  nekonečn é ) ,  p a k  j d e  o  p l o c h u  
k u l o v o u  n e b o l i  s fé r i c k o u .  
2 )  L i š í - l i  s e   1  a   2  z n a m é n k e m ( a  n e j s o u - l i  n e k o n ečné ) ,  
d o s t á v á me  z á p o r ně  k o n s t a n t ně  z a k ř i venou  p lochu ,  k t e r á  s e  
v  k a ž d é m  b o dě  r o v n á  p r a v i d e l n é  p l o š e  s e d l o v i t é .  T a k o v á  
p l o c h a  s e  o b e c ně  o značu j e  j a k o  p s e u d o s f é r a .  
3 )  J s o u - l i  o b a  p o l o mě r y  k ř i v os t i  ne k o nečné ,  s t e j ně  č i  opačně  
o r i en tované  ( t zn .   1  =   2  =   n e b o   1  =  + ,   2  =  – ) ,  d o s t á -
v á me  k ř i v o s t  p l o c h y  r o v n o u  1 / 2  nebo  –1 / 2 ,  t edy  kons t an tně  
z a k ř i venou  p lochu  s  k ř i v o s t í  r o v n o u  n u l e ,  č i l i  r o v i n u .  
 
 V i d í me  v š a k ,  ž e  k  t o mu ,  a b y  v ý s l e d n á  k ř i vos t  by l a  r ovna  
n u l e ,  s t ač í ,  j e s t l i ž e  j e  n e k o nečnu  roven  j en  j eden  z  obou  po lomě rů  
k ř i v o s t i   1 ,   2 .  P locha  s  k ř i v o s t í  1 / ( 1 2 ) ,  k d e  s e  b uď   1 ,  n e b o   2  
rovná  nekonečn u ,  má  r o v něž  k ř i vos t  0 ,  a  p ře s t o  j e  z a k ř i ve n a .  
P ř í k l a d e m t a k o v é  p l o c h y  j e  p l á šť  vá l c e  ne b o  k u ž e l e .  J e - l i  k ř i vo s t  
p l o c h y  r o v n a  n u l e ,  p a k  n a  t é t o  p l o š e  p l a t í  e u k l i d o v s k á  g e o me t r i e  a  
a x i o ma t i k a ,  j e - l i  j i n á  n e ž  nu l a ,  p l a t í  j e d n a  z  g e o me t r i í  n e e u k l i d o v -
ských .  Vá l ec  a  kuže l  ma j í  sku t ečně  r ozv inu t e lné  p l á š tě ,  j e ž  l ze  
b e z  p r o t a ž e n í  r o z v i n o u t  a  s v i n o u t  d o  r o v i n y .  N a r ý s u j e me - l i  t e d y  
n a  l i s t  p a p í r u  g e o me t r i c k é  k o n s t r u k c e ,  můž e m e  t e n t o  l i s t  o v i n ou t  
k o l e m v á l c e  č i  kuž e l e ,  a n i ž  s e  z měn í  p o mě ry  ob razců .  P roce s  
n a v í j e n í  a  r o z v í j e n í  j e  t řeba  s i  p ře d s t a v i t  p r o d l o u ž e n ý  
d o  n e k o n ečn a ,  a by  n e d o c h á z e l o  k  p ře s a h o v á n í  o b r a z ců .  P ro to  na  
e u k l i d o v s k ý c h  p l o c h á c h  k o l mo  k  o s e  e x i s t u j í  n e k o n ečně  d louhé  
e u k l i d o v s k é  p ř í mk y .  B y l  t o  p r á vě  Gaus s ,  kdo  uč i n i l  e u k l i d o v s k o u  
nebo  neeuk l i dovskou  s t r uk tu r u  p lochy  záv i s l ou  na  k ř i vo s t i .  
  40
 N a  z a k ř i v e n ý c h  p l o c h á c h  t y p u  1 )  j s o u  p ř i  k ř i v o s t i  p l o c h y  
1 / 2    0  t e d y  n a  k o u l i  g - l i n i e mi  ( j a k  z d e  n a z ý v á me  n e j j e d n o d u š š í  
k ř i v k y  r e p r e z e n t u j í c í  p ř í mk y )  h l a v n í  k r u ž n i c e ,  a  t o  z  t o h o  dův o d u ,  
ž e  d v a  b o d y  l e ž í c í  n a  p o v r c hu  k o u l e  l z e  n e j k r a t š í m z pů s o b e m s p o j i t  
p r á vě  k r a t š í  čá s t í  o b l o u k u  h l a v n í  k r u ž n i c e .  Do p l něk  t o h o t o  o b l o u k u  
na  ce lou  k ružn i c i ,  j e  pak  ne jde l š í  m o ž n o u  s p o j n i c í .  J e  t e d y  v i dě t ,  
ž e  k d y b y  b y l y  o b a  b o d y  p r o tě j š í mi  ( n a p ř .  pó ly  na  zeměk o u l i ) ,  p a k  
b y  b y l y  o bě  s p o j n i c e  s t e j ně  d l o u h é ,  a  b y l o  b y  j i c h  n a v í c  n e k o n ečně  
mnoho  (v šechny  po l edn íky ) .  Z  důvodu  j ednoznačnos t i  s e  p ro to  ve  
s f é r i c k é  g e o me t r i i  o me z u j e me  ča s t o  p o u z e  n a  p o l o k o u l i .  Z  t v a r u    
g - l i n i í  na  kou l i  t aké  p lyne ,  ž e  zde  nep l a t í  pos tu l á t  o  r ovnoběž k á c h .  
J e l i k o ž  s e  v š e c h n y  g - l i n i e ,  j sou - l i  p rod louženy ,  mu s í  navzá j em 
p ro tnou t  ve  dvou  bodech  v  konečnu ,  neex i s t u j í  na  pov rchu  kou l e  
ž á d n é  r o v n o běž n é  g - l i n i e .  Z  t o h o  t a k é  v y p l ý v á ,  ž e  z d e  n e p l a t í  vě t a  
o  1 8 0 s t u pňovém souč t u  ú h lů  v  t r o j ú h e l n í k u ,  k t e r á  j e  s  p o s t u l á t e m  
o  r o v n o běž k á c h  e k v i v a l e n t n í .  V n i t řn í  g e o me t r i e  n a  k o u l i  s e  ř í d í  
h y p o t é z o u  t u p é h o  ú h l u ,  p r o t o  má  t r o j ú h e l n í k  n a  k o u l i  s o uče t  ú h lů  
180  .  J e  z d e  m o ž n é  n a r ý s o v a t  t r o j ú h e l n í k  s e  t ře mi  p r a v ý mi  ú h l y  
( o b r .  1 1  40  ) .  
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V n i t řn í  g e o me t r i e  p o v r c h u  k o u l e  j e  t e d y  g e o me t r i í  e l i p t i c k o u  
a  bývá  ne jča s tě j i  n azývána  t aké  geome t r i í  s f é r i ckou .   
 
  41
 J e - l i  k ř i v o s t  p l o c h y  – 1 / 2    0  ( t y p  2 ) ) ,  v z n i k á  n a  t é t o  z á p o r ně  
z a k ř i v e n é  p l o š e  t z v .  p s e u d o s f é r i c k á  n e b o l i  h y p e r b o l i c k á  g e o me t r i e .  
T a t o  p l o c h a ,  j e l i k o ž  má  k o n s t a n t n í  z a k ř i v e n í ,  mus í  v  k a ž d é m b o dě  
o d p o v í d a t  p l o š e  s e d l o v i t é  s e  d věma  s t e j n ý mi  p o l o mě r y  k ř i vos t i  
v  různých  s mě r e c h .  T a k o v ý c h  p l o c h ,  j i mž  t a t o  v l a s t n o s t  v y h o v u j e ,  
n a j d e me  v í c e  ( o b r .  1 2  b ,  c  11 ,  s . 391  ) .  J ako  ne jča s tě j š í  t v a r  
p seudos f é ry  bývá  uváděn a  p l o c h a  v z n i k a j í c í  r o t a c í  k ř i vky  t r ak t r i x  
( ob r .  12  a  11 ,  s . 391  ) .   
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                   a                                   b                             c  
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I  na  p seudos fé ře  ex i s t u j í  g - l i n i e  j ako  ne jk r a t š í  spo jn i ce  dvou  
bodů .  U tvo ř í me - l i  z  n i c h  t r o j ú h e l n í k y ,  z j i s t í me ,  ž e  z d e  p l a t í  
hypo t éza  o s t r ého  úh lu  a  souče t  ú h lů  v  t r o júhe ln íku  j e  p ř i  k ř i vo s t i  
k  =  –  1 / 2  me n š í  n e ž  d v a  p r a v é  ú h l y ,  t e d y  180  .  T a k ž e  j e  o pě t  
p o r u š e n  E u k l i dův  p o s t u l á t  o  r o v n o běž k á c h :  N a  p s e u d o s f é ře  e x i s t u j í  
k  dané  g - l i n i i  vždy  dvě  r o v n o běž n é  g - l i n i e  v e d e n é  j e d n í m  b o d e m,  a  
nav í c  nekonečně  mnoho  g - l i n i í ,  k t e r é  j i  n ep ro t í na j í ,  a  s t e j ně  t a k  
někonečně  mnoho  g - l i n i í ,  k t e r é  j i  p ro t í na j í .  
 
 A  konečně ,  j e s t l i ž e  s e   1  =   2  =   ( t y p  3 )  n e b o  j e - l i  
n e k o n ečný  j en  j eden  z  po lomě rů ,  p ře c h á z í me ,  j a k  j i ž  b y l o  řečen o  
v ý š e ,  d o  p l a n i me t r i e  r o v i n y  n e b o l i  p l a n i me t r i e  e u k l i d o v s k é ,  k t e r á  
b ý v á  n a z ý v á n a  t a k é  g e o me t r i í  p a r a b o l i c k o u .  
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 T ř i  h l a v n í  t y p y  g e o me t r i í  ( s  ko n s t a n t n í  k ř i v o s t í )  j s o u  
n á z o r ně j i  s e s t a v e n y  v  t a b u l c e  1  ( 11 ,  s . 393  , 40  ) :   
 
Tvar  R 2  Kř i vos t  Poče t  
rovnobě -
žek  
j e d n í m  
b o d e m  
Ná ze v  Uk ázk a  p lochy  
s  r o v n o s t r a n n ý m  
tro júhe ln íkem 
 
K o u l e   
(S fé r a )  
 
k  =  1 / 2  
( 1  =   2  
k o s t a n t -
n í )  
 
0  
 
E l i p t i ck á ,  
s f é r i c k á   
g e o me t r i e  
( n e e u k l i -
dovská )  
 
 
Rov ina   
( p o p ř .  
p l á šť  
v á l c e  
n e b o  
kuže l e )  
 
k  =  0  
( 1  =   2  
kon -
s t a n t n í  
n e b o   
 1  =    
n e b o   
 2  =   )  
 
1  
 
P a r a b o l i c -
k á ,  r ov inná  
g e o me t r i e  
( euk l i dov -
ská )  
 
 
 
P seudo-
s f é r a   
( n e b o  
e k v i v a -
l e n t n í  
r o t ačn í  
p locha )  
 
k  =  –1 / 2  
( 1  =  – 2  
k o s t a n t -
n í )  
 
2  
 
H y p e r b o -
l i ck á ,  
p s e u d o s f é -
r i c k á  
g e o me t r i e  
( n e e u k l i -
dovská )  
 
               Tab .  1  
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 J e  v š a k  s a moz ře j mé ,  ž e  p o l o mě r y  k ř i v os t i  n e mu s í  b ý t  
n a v z á j e m s t e j né  a  z a k ř i v e n í  p l o c h y  n e mu s í  b ý t  v  k a ž d é m b o dě  
k o n s t a n t n í .  N e k o n s t a n t ně  z a k ř i v e n é  p l o c h y  s  k l a d n ý m,  n e b o  
z á p o r n ý m  z a k ř i v e n í m  ma j í  t a k é  k a ž d á  sv o u  v l a s t n í  n e e u k l i d o v s k o u  
g e o me t r i i .  E x i s t u j e  t e d y  t o l i k  různých  geome t r i í ,  ko l i k  j e  d ruhů  
z a k ř i vených  p loch  a  pouze  ve  z l o mk u  z  n i c h  p l a t í  E u k l i dův  ax io m 
o  r o v n o běž k á c h .  P r o  n á s  j e  v š a k ,  v z h l e d e m k e  t v a r u  n a š í  p l a n e t y ,  
z  n e e u k l i d o v s k ý c h  g e o me t r i í  n e j z a j í ma vě j š í  g e o me t r i e  s f é r i c k á ,  
j i n a k  v  na š e m s vě tě  n e má me  m n o h o  důvodů  z abýva t  s e  j i nými  
n e e u k l i d ovs k ý mi  f o r ma mi  g e o me t r i e ;  z a k ř i v e n é  p l o c h y  s i  můž e me  
p ře d s t a v i t  j a k o  v l o ž e n é  d o  p r o s t o r u  e u k l i d o v s k é h o  a  v z t a h o v a t  j e  
na  ka r t é z ský  sy s t ém sou řadn i c .  
 V  e u k l i d o v s k é m p r o s t o r u  R 1 ,  R 2 ,  …,  R n  má  p ř í mka  s t á l e  
s t e j n ý  c ha r a k t e r ,  t o t é ž  mus í me  p ře d p o k l á d a t  o  o s t a tn í ch  g - l i n i í ch  
v  p r o s t o r e c h  s  k o n s t a n t n í  k ř i vos t í .  P ř i  n e k o n s t a n t n í  k ř i vos t i  s e  
měn í  c h a r a k t e r  g - l i n i í  o d  mí s t a  k  mí s t u .  
 V š e c h n y  vě t y  s o u v i s e j í c í  s  a x i o me m o  r o v n o běž k á c h  p l a t í  
t e d y  p o u z e  v  g e o me t r i i  e u k l i d o v s k é  a  me t r i c k é  v z t a h y  j s o u  v  o b o u  
t y p e c h  g e o me t r i í  j i n é .  
 
 J e d n í m z  p o z o r u h o d n ý c h  z a k ř i v e n ý c h  p r o s t o rů  R 2  j e  
t zv .  Möb iova  pá ska  ( j i nak  t aké  Möb iův  l i s t ,  M ö b iův  pá s ,  Möb iův  
p á s e k ) .  J e d n á  s e  o  p l o c h u ,  k t e r á  má  j e n  j e d n u  s t r a n u  a  j e d n u  h r a n u  
( o b r .  1 3  37  , 54  ) .  Mode l  t akové  p lochy  s i  můž e me  s n a d n o  v y r o b i t  
z  p r o u ž k u  p a p í r u ,  o t oč í me - l i  p r o u ž e k  n a  j e d n o m k o n c i  o  1 8 0   a  o b a  
k o n c e  s l e p í me .  P o k u d  n a  l i b o v o l n é m m í s tě  p o v e d e me  g - l i n i i  
r o v n o běžnou  s  ok ra j em,  t a t o  l i n i e  s e  v r á t í  s a ma  d o  s e b e ,  a  j e  t e d y  
n e o h r a n ičena .  Když  opě t  p roužek  roz s t ř i hneme ,  z j i s t íme ,  ž e  j sme  
pok re s l i l i  j edn ím t ahem obě  j eho  s t r any .  P ro tože  žádnou  čá r u  n e l z e  
v é s t  z  j e d n é  s t r a n y  p o v r c h u  na  d ruhou ,  an i ž  bychom p ře k r oč i l i  j e h o  
o k r a j ,  j e  t o  důkaz ,  ž e  Möb iova  pá ska  má  op ravdu  j en  j ednu  s t r anu .  
A  j e l i kož  s t r anovos t  j e  pevně  s p j a t a  s  e x i s t e nc í  o k r a jů ,  j e  j a s n é ,  ž e  
t a t o  p á s k a  má  t a k é  j e n  j e d e n  o k r a j .  T o  můž e me  opě t  ově ř i t  t a k ,  
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ž e  j e j  o b a r v í me  a  p o  d o k o nče n í  n á m ž á d n ý  n e o b a r v e n ý  o k r a j  
n e z b ý v á .  T a k o v é  p r o s t o r y  n a z ý v á me  p ros to ry  neo r i en tova t e lné .  
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     Obr .  14  
 
 
U z a v řený  pov rch ,  k t e rý  odpov ídá  Möb iově  p á s c e  j e  
t z v .  K l e i n o v a  l á h e v  ( o b r .  1 4  36  ,  14 ,  s . 203  ) ,  po jmenovaná  po  
s v é m  o b j e v i t e l i ,  v  k a p i t o l e  2  j i ž  z miňo v a n é m  F e l i x i  K l e i n o v i .  J e  t o  
d v o j r o z mě r n ý  g e o me t r i c k ý  ú t v a r ,  k t e r ý  s i  l z e  p ředs t av i t  j ako  
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n á d o b u ,  k t e r á  n e má  ž á d n o u  h r a n u ,  v n i t ře k  an i  v ně j š e k ,  n e l z e  u  n í  
r o z h o d n o u t ,  k t e r ý  b o d  p r o s t o r u  j e  v ně  a  k t e rý  uvn i t ř  l áh v e ,  j e l i ko ž  
j e j í  vn i t řn í  a  vně j š í  čá s t  s p l ý v a j í ,  z  čehož  opě t  p lyne ,  ž e  t a t o  
p l o c h a  má  p o u z e  j e den  pov rch .  Vhodným ře z e m K l e i n o v y  l á h v e  
vzn iká  Möb iova  pá ska  a  l z e  j í  t eo r e t i cky  s e s t ro j i t  t a k ,  ž e  s l e p í me  
k  s o bě  dvě  Möb iovy  pá sky  podé l  j e j i ch  j ed iného  ok ra j e .  J akož to  
ma t e ma t i c k ý  o b j e k t  e x i s t u j e  K l e i n o v a  l á h e v  p o u z e  v e  č t y ř r o změ r -
n é m p r o s t o r u ,  kde  n e mu s í  p r oc há z e t  s a ma  s e b o u .  V  n a š e m  
t r o j r o z mě r n é m p r o s t o r u  m u s í me  j e j í  p o v r c h  p r o t á h n o u t  s e b o u  
s a mo t n ý m ,  j a k  j e  v i dě t  n a  o b r .  1 4 .  
Da l š í  v l a s tnos t i  Möb iovy  pá sk y  a  K l e i n o v y  l á h v e ,  j e ž  o d h a l u -
j í  něk te r é  pokusy  s  těmi t o  p ře d mě t y ,  k t e r é  l z e  u s k u t ečn i t  ve  výuce ,  
b u d o u  p o p s á n y  v  k a p i t o l e  8 .  
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 5  Důsledky a využití  neeuklidovských                 
        geometrií  
  
 
 N e t r v a l o  d l o u h o  a  n e e u k l i d o v s ká  g e o me t r i e ,  k t e r á  s e  m n o h ý m 
n e j p r v e  z d á l a  b ý t  p o u z e  a b s t r a k t n í m v ý t v o r e m z n u děných  mys l í  
g e n i á l n í ch  ma t e ma t i ků ,  n a š l a  s v é  p r a k t i c k é  u p l a t něn í  a  u k á z a l o  s e ,  
ž e  j e  s  p r o s t ře d í m,  v  němž  ž i j e me ,  s p j a t a  d a l e k o  v í c e ,  n e ž  s e  n a  
p r v n í  p o h l e d  mo h l o  z d á t .  A  o pě t  s e  z ača l a  h r ou t i t  d o  t é  d o b y  p l a t n á  
a  z d á n l i vě  n e o t ře s i t e l n á  „ f a k t a “ ,  n e b oť  p o  E u k l i d o v i  t o  b y l  
p ře d e v š í m  I s a a c  N e w t o n ,  k d o  n a  o b j e v  n e e u k l i d o v s ké  g e o me t r i e  
„ d o p l a t i l “ .  
 
 
 5 .1  Obecná teorie  re lat iv i ty   
 
 Nás l edu j í c í  f ak t i cké  úda j e  t ý k a j í c í  s e  o b e c e n é  t e o r i e  
r e l a t i v i t y  če rpám z  pub l i kace  Leona rda  Mlod inowa  23   a  z e  z d r o jů  
36  ,  62   a  63  .  
Začá t e k  j e d e n á c t i l e t é  é r y ,  k t e r á  vědce  pos tupně  z a v e d l a  d o  
n o v é h o  v e s mí r u  s e  z a k ř i v e n ý m p r o s t o re m,  j e h o ž  e x i s t e n c i  
ma t e ma t i c k y  p ř i pouš tě l i  Ga u s s  a  R i e ma n n ,  z n a me n a l y  d v a  č l á n k y  
z  r o k u  1 9 0 5 ,  k t e r é  s v é mu  t vů r c i ,  A l b e r t u  E i n s t e i n o v i ,  v y n e s l y  
n e s mr t e l n o u  s l á v u .  V  t o mt o  r o c e  E i n s t e i n  f o r mu l o v a l  s v o u  
s p e c i á l n í  t e o r i i  r e l a t i v i t y ,  j e ž  v y s vě t l o v a l a  c h o v á n í  s vě t l a  š í ř í c í ho  
s e  p r o s t o r e m.  N a věk y  s e  t a k  p r o p o j i l y  p r o s t o r  a  ča s  a  z  j e j i c h  
s v a z k u  v z e š l a  v s k u t k u  v ý s t ře d n í  g e o me t r i e .  
T e o r i e  r e l a t i v i t y  t v r d í ,  ž e  k a ž d ý  v n í má  v z t a h  p r o s t o r u  a  ča s u  
j i n a k ,  t a t o  s u b j e k t i v n o s t  j e j i c h  mě ře n í  s e  o s t a t ně  od r áž í  v  názvu  
t e o r i e ,  p r o t o  j e  p o d l e  E i n s t e i n a  t ře ba  g e o me t r i c k é  p o j m y  u p r a v i t  
t a k ,  a b y  z a h r n o v a l y  p r á vě  ča s  i  p r o s t o r .   
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Ve  spec i á ln í  t eo r i i  r e l a t i v i t y  p ř i s t u p o v a l  E i n s t e i n  k  p r o b l é m u  
j e š tě  e u k l i d o v s k y ,  b y l a  v š a k  j i ž  p ředznamenán í m pozdě j š í c h  
r e v o l učn ích  t eo r i í ,  kde  j i ž  s eh rá l a  z á s a d n í  r o l i  g e o me t r i e  
neeuk l i dovská .  V  t é t o ,  ře k něme  „ u mí r něně j š í “  t e o r i i  p o s t a v i l  s v é  
ú v a h y  n a  d v o u  a x i o me c h ,  k t e r é  l z e  z j e d n o d u š e ně  r ep rodukova t  
t a k t o :  
1 .  Zda  j sme  v  k l i du ,  anebo  s e  pohybu j eme  rovnomě r n ý m  
p ř ímočarým  pohybem,  z j i s t íme  pouze  porovnán ím  s  j i nými  
tě l e s y .  23 ,  s . 168   
2 .  R y c h l o s t  s vě t l a  n e z á v i s í  n a  r y c h l o s t i  s vě t e l né h o  z d r o j e  a  j e  
s t e j n á  p r o  v š e c h n y  p o z o r o v a t e l e  v e  v e s m í r u .  23 ,  s . 169   
  
V  dů s l e dk u  t o  z n a me n á ,  ž e  d é l k a  p řed mě tů  z á v i s í  n a  p o z o r o -
va t e l i ,  k t e rý  s e  na  ně  d í vá .  Konkré tně  docház í  ke  zk rácen í  dé lky  
o b j e k t u ,  k t e r ý  s e  v z h l e d e m k  p o z o r o v a t e l i  p o h y b u j e ,  n e ž  k d y b y  
b y l y  o b j e k t  a  p o z o r o v a t e l  vůč i  s o bě  v  k l i d u  ( t o mu t o  j e v u  ř í ká me  
L o r e n t z ov a  k o n t rak c e  d é l e k ) ,  c ož  j e  j i s tě  z ce l a  nový  d ruh  
g e o me t r i e .  A  p o d o b ně  j s m e  n a  t o m i  s  čas em,  j e l i k ož  E i n s t e i n  v e  
s v é  t e o r i i  p ř i p o u š t í ,  ž e  u d á l o s t i ,  k t e r é  j s o u  s o uča s n é  v  j e d n é  
v z t a ž n é  s o u s t a vě ,  n emus í  bý t  současné  v  j i né  vz t ažné  sous t avě .  
Ačk o l i  E i n s t e i n  N e w t o n a  o b d i v o v a l ,  p o p í r a l  t e d y  j e d n o  z  j e h o  
h l a v n í c h  p ře s vědče n í ,  a  t o  e x i s t e n c i  a b s o l u t n í h o  p r o s t o r u  a  času .  
Nav í c  svou  t eo r i í  ř í k a l ,  ž e  s vě t l o  n e p o t ře b u j e  ž á d n é  mé d i u m  p r o  
s v é  š í ře n í ,  a  t í m v y v r a c e l  i  e x i s t e n c i  é t e r u ,  t e dy  j a k é s i  p e v n é  l á t k y  
p r o s t u p u j í c í  c e l ý m  v e s mí r e m,  k t e r á  b y l a  p o  d vě  s tě  l e t  p i l í ře m 
fyz i k á l n í  t e o r i e .  
 
E i n s t e i n  s i  v š a k  j i ž  r oku  1905  uvěd o mo v a l ,  ž e  j e h o  t e o r i e  
nen í  úp lná .  Poda ř i l o  s e  m u  u ž  s e t ř í t  r oz d í l  me z i  k l i d e m a  
r o v n o mě r ný m p o h y b e m ( ne n u l o v o u  r y c h l o s t í ) ,  č ímž  pos t av i l  
i ne r c i á ln í  pozo rova t e l e  n a  s t e j n o u  ú r o v eň .  Za t ím však  š l o  v l a s tně  
j e n  o  n o v o u  k i n e t i k u ,  k t e r á  pop i sova l a ,  j ak  tě l e s a  r e a gu j í  
n a  pů s o b e n í  k o n k r é t n í c h  s i l ,  t y t o  s í l y  v š a k  j i ž  d á l e  n e v y s vě t l o va l a .  
P r o t o  h l e d a l  n o v ý  p r i n c i p ,  p o moc í  k t e r é h o  b y  mo h l  t e o r i i  r e l a t i v i t y  
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v y l e p š i t ,  a  s n a ž i l  s e  j i  r o z š í ř i t  t a k ,  a b y  z a h r n o v a l a  v š e c h n y  
p o z o r o v a t e l e ,  t e d y  i  t y ,  k t e ř í  s e  v z h l e d e m  k  i n e r c i á l n í m  s o u s t a v á m  
p o h y b u j í  z r y c h l e ně ,  a  t a k  b y  s e  j eho  t eo r i e  v  p ř í p a dě  „ne rovnomě r -
n é h o “  p o h y b u  o b e š l a  b e z  „ f i k t ivn í ch“  s i l ,  k t e r é  by ly  dů s l edke m 
toho ,  ž e  p ro  udá lo s t i  nah l í ž ené  dvěma  p o z o r o v a t e l i  j a k o  b y  
v e  s p e c i á l n í  t e o r i i  r e l a t i v i t y  p l a t i l y  o d l i š n é  z á k o n y .  T a t o  j e h o  n o v á  
t e o r i e  b y l a  p o z dě j i  n a z v á n a  „ o b e c n o u  t e o r i í  r e l a t i v i t y “ .  
V  r o c e  19 0 5  p l a t i l a  j e d i n á  t e o r i e  g r a v i t a c e ,  a  t o  N e w t o n o v a .  
J e l i k o ž  v š a k  E i n s t e i n o v a  t e o r i e  n a h r a d i l a  N e w t o n o v y  p o h y b o v é  
z á k o n y  n o v o u  k i n e t i k o u ,  g r a v i t ačn í  t e o r i e  s e  s p e c i á l n í  t e o r i í  
r e l a t i v i t y  už  neko re spondova l a .  E in s t e i n  t e d y  mus e l  v y p r a c o v a t  
t a k o v ý  p o p i s  g r a v i t a c e ,  k t e r á  s  n í  b u d e  v  s o u l a d u .  V o d í t k o  
p r o  v y p r a c o v á n í  t e o r i e  mu  p o s k y t l o  p o z n á n í ,  k  něm u ž  d o s pě l  
p r o s t ředn i c tv ím myš l enky ,  k t e rou  pozdě j i  o znač i l  j ako  „ne j šťa s t -
ně j š í  ve  s v é m ž i v o tě“ :  „Když  č l o věk  padá  vo lným pádem,  
n e u věd o m u j e  s i  t í ž i  v l a s t n í h o  tě l a “ .  
T e n t o  v ý r o k  s e  v  o b e c ně j š í m p o j e t í  s t a l  t ře t ím E ins t e inovým 
a x i o me m,  p r i n c i p e m  e k v i v a l e n c e :   
S e t r v ačn á  a  g r a v i t ačn í  h m o t n o s t  j s o u  s i  n a v z á j e m  ú mě r n é ,  p ř i  
v h o d n é  v o l bě  j e d n o t e k  j s o u  s i  r o v n é . 62    
 Z  t o h o  v y p l ý v á ,  ž e  p o u z e  p o r o v n á n í m  s  j i n ý m i  tě l e sy  l z e  
z j i s t i t ,  zd a  s e  tě l e s o  p o h y b u j e  s  r o v n o mě r n ý m  z r y c h l e n í m ,  ne b o  
s t o j í  v  k l i d u  v  h o m o g e n n í m  g r a v i t ačn í m  po l i .  2 3 ,  s . 1 8 5   
 J i n ý mi  s l o v y  p r i n c i p  e k v i v a l e nce ,  p l a t í c í  p ro  homogenn í  
g r a v i t ačn í  po l e ,  vede  k  t omu ,  ž e  g r av i t a ce  j e  t a k é  t a k ov á  „ f i k t i vn í “  
s í l a ,  č í m ž  d o c h á z í  k  n e o d l i š i t e l n o s t i  s e t r v ačn ý c h  a  g r a v i t ačn í c h  
j e vů .  P r i n c i p  t a k  u mo žňu j e  p o p i s o v a t  g r a v i t a c i  z a  p o m o c i  k ř i vého  
časop ros to ru .  
  
 P ř i  z j i šťo v á n í  úč i nků  g r a v i t a c e  n a  ča s  a  p r o s t o r  a n a l y z o v a l  
E i n s t e i n  v ý s l e d k y  v j e mů  růz n ý c h  p o z o r o v a t e lů  pohybu j í c í ch  s e  
z r y c h l e n ý m p o h y b e m,  k t e ř í  s i  me z i  s e b o u  v y měňo v a l i  n ača s o va n é  
s vě t e l n é  s i g n á l y .  J e l i k o ž  p r o  ně  t a k  n e p l a t i l a  s p e c i á l n í  t e o r i e  
r e l a t i v i t y ,  v y s l o v i l  p ředpok lad ,  ž e  v  dos t a t ečně  ma l é m p r os t o r u ,  
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v  dos t a t ečně  k r á tkém ča s e  a  p ř i  d o s t a t ečně  ma l é m z rych l en í  
s p e c i á l n í  t e o r i e  r e l a t i v i t y  p ř i b l i žně  p l a t í .  Moh l  t ak  up l a tn i t  
s p e c i á l n í  t e o r i i  r e l a t i v i t y  i  p r i nc i p  e k v i v a l e nc e  n a  i n f i n i t e s i má l n í  
ob l a s t i  i  v  nehomogenn ím po l i .  P r ávě  p r áce  Gaus se  a  R i e manna  
u mo žňo v a l y  E i n s t e i n o v i  a p l i k o v a t  t u t o  t e o r i i  n a  j a k é k o l i  g r a v i t ačn í  
po l e ,  a  t o  t ak ,  ž e  nehomogenn í  p o l e  p o k l á d a l  z a  s k l á d a n k u  
p o s p o j o v a n o u  z  i n f i n i t e s i m á l n í c h  h o m o g e n n í c h  p o l í .  
 
 E i n s t e i n  p ř i  s v é m b á d á n í  o d h a l i l ,  ž e  p ř í t o m n o s t  g r a v i t a c e  
mus í  ov l i vňo v a t  t o k  ča su  a  t va r  p ro s to ru .  Pozna t ek ,  ž e  g r av i t a ce  
o v l i vňu je  t ok  ča s u ,  v y s l o v i l  p o p r v é  r o k u  1 9 0 7 ,  d a l š í c h  pě t  l e t  m u  
t r v a l o ,  n e ž  s i  u věd o mi l ,  ž e  o v l i vňu j e  i  p r o s t o r .  Z a  z mí n k u  s t o j í ,  ž e  
o  v z t a h u  me z i  g r a v i t a c í  a  z a k ř i ven ím  p ros to ru  s e  E in s t e in  pop rvé  
z mí n i l  r ok u  1 9 1 2  v  P r a z e .  N a p s a l :  Pro tože  ve  v z ta žné  sous tavě ,  j e ž  
r o t u j e  v z h l e d e m k  i n e rc i á l n í  s ou s t a vě ,  docház í  k  Loren t zově  
k o n t r a k c i  d é l e k ,  p r a v i d l a ,  j i m i ž  s e  ř í d í  t u h á  tě l e sa ,  neodpov ída j í  
z á k o nům euk l e idovské  geome t r i e .  Z  t oho  dův o d u  j e  t ře b a  
o d  e u k l e i d o v s k é  t e o r i e  u p u s t i t .  23 ,  s . 188   
 P ro to  E in s t e in  po t řebova l  novou  geome t r i i  –  t akovou ,  k t e r á  
p o p i s u j e  z a k ř i v e n í  p r o s t o r u .  N a š tě s t í  z d e  b y l o  G a u s s o v o  a  
R i e ma n n o v o  d í l o ,  a  E i n s t e i n  t a k  mo h l  2 5 .  l i s t o p a d u  1 9 1 5  p ře d s t a v i t  
s v o u  p r á c i  R o v n i c e  g r a v i t ačn ího  po l e ,  v  n í ž  p r o h l á s i l ,  ž e  o b e c n á  
t e o r i e  r e l a t i v i t y  „ ko n ečně  t vo ř í  l o g i c k o u  u z a v řenou  s t r uk tu ru . “   
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5.2  Prakt ické  důs ledky obecné teorie  re lat iv i ty  
 
 E i n s t e i n  t e d y  d o k á z a l ,  ž e  p ř í t o mn o s t  h mo t y  o v l i vňu j e  
g e o me t r i i ,  p r o t o ž e  z a k ř i v u j e  p r o s t o r  ( a  ča s ) .  P ře sně j i  řečeno  
p ře d p o k l á d á ,  ž e  j a k ý k o l i v  o b j e k t  s  v l a s t n í  h mo t n o s t í  z a k ř i vu j e  
p r o s t o r ,  v e  k t e r é m  s e  n a c h á z í ,  a  t o t o  z a k ř i v e n í  s e  p r o j e v u j e  j a k o  
g r a v i t a c e .  G r a v i t a c e  j e  t e d y  v  E i n s t e i n ově  p o j e t í  z a k ř i ve n í  
časop ros to ru ,  p ř iče mž  t o t o  z a k ř i ve n í  s i  můž e me  n á z o r ně  p ředs t av i t  
j a k o  p r o h l u b eň ,  j e ž  z a k ř i v u j e  p o v r c h  t r a m p o l ín y ,  n a  k t e r é  l e ž í  
těž k ý  p ře d mě t  ( o b r .  1 5  63  ) .  H mo t ně j š í  tě l e so  p ř i t om z a k ř i v u j e  
ča s o p r o s t o r  v e  vě t š í  m í ře .  S t e j ně  t a k  z a k ř i v en í  z á v i s í  n a  h u s t o tě  
d a n é h o  tě l e s a .  Tě l e s a  s e  v  t o mt o  p r o s t o r u  p o h y b u j í  p o  n e j p ř í mě j -
š í c h  mož n ý c h  d r a h á c h ,  t z v .  g e o d e t i k á c h .  Tě l e s a  t e d y  časop ros to r  
s a ma  v y t v á ře j í  –  be z  n i c h  ne e x i s t u j e  a  n e má  s m y s l .  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
             0b r .  15   
 
 
D n e s  n e jča s tě j š í m mě ře n ý m  p r o j e v e m  z a k ř i v e n í  p r o s t o r u  j s ou  
g r a v i t ačn í  čočk y .  O b j e k t  s  i n t e nz i vn í m g r a v i t ačn í m p o l e m l e ž í c í  
me z i  p o z o r o v a t e l e m a  z d r o j e m s vě t l a  č i  j i n é h o  z á ře n í  z a k ř i v u j e  
p a p r s k y  vyc h á z e j í c í  z e  z d r o j e  ( o b r .  1 6  a  36  ,  b  62  ) .  
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           Obr .  16a  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                          Obr .  16b  
 
Nap ř í k l a d  k o l e m  S l u n c e  s e  z a k ř i v e n í  p r o s t o r u  p r o j e v u j e  s t á -
če n í m p e r i h e l i a  M e r k u r u  a  o d k l o n e m  s vě t e l ného  pap r sku  hvěz d  o d  
p ř í mk y .  O d c h y l k a  v  p o l o mě r u  S l u nc e ,  k t e r á  z a k ř i v e n í m v z n i k á  
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me z i  s k u t ečným r ad i á ln ím  mě ře n í m a  mě ře n í m p l o c h y  p o v r c h u  
S l u n c e  č i n í  0 , 5  km.  
J e  t e d y  z ře j mé ,  ž e  p r o j e vy  z a k ř i v en í  časop ros to ru  na  Ze mi  
j s o u  t émě ř  b e z v ý z n a mné .  P ře s t o  s e  v  p r a x i  n e d á v n o  z ača l y  
využ íva t ,  n ebo ť  s ynch ronn í  p rovoz  s a t e l i tů  p ro  GPS  vyžadu j e  
k o r e k c e  vyc h á z e j í c í  p r á vě  z  o b e c n é  t e o r i e  r e l a t i v i t y .   
 
D í k y  o b e c n é  t e o r i i  r e l a t i v i t y  s e  u k á z a l o ,  ž e  p r o s t o r ,  k t e r ý  
o b ý v á me ,  j e  v l a s t ně  n e e u k l i d o v s k ý ,  a  n a v í c  s e  g e o me t r i e  o pě t  s t a l a  
s t ředobodem fyz iky ,  č í m ž  d o š l a  d o c e něn í  p r áce  Gausse  a  
R i e ma n n a ,  j e h o ž  j mé n o  b y l o  j e š tě  na  z ačá tku  E in s t e inova  bádán í  
n e z n á mé  n e j e n  vědc i  s a mo t n é mu .  
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6 Význam neeuklidovských geometrií  pro          
 školu 
 
 
 6 .1  Histor ie  matematiky jako  součást  výuky  
 
 Na  vě t š i ně  n a š i ch  ško l  t r ad ičně  n e b ý v á  z v y k e m z a v á dě t  
h i s t o r i i  ma t e ma t i k y  j a k o  s o učá s t  v ý u k y .  Dův o d e m j e  z ře j mě  časová  
o me z e n o s t  v y učo v a c í  h o d i n y  a  k v a n t u m uč i v a ,  k t e r é  ž á c i  ma j í  z a  
v y me z e n ý  časový  ú sek  zv l ádnou t .  J s em však  p ře svědče n a ,  ž e  
a l e s p oň  k r á tké  výp ravy  do  h i s t o r i e  p r á vě  p r o b í r a n é h o  t é ma t u  
p ř i s pě j í  k  o ž i v e n í  v ý u k y ,  z v l á š tě  v  době ,  k d y  s e  k l a d e  dů r a z  n a  
me z i p ře d mě t o v é  v z t a h y .  N e j e n ž e  s i  s t u d e n t i  r o z š í ř í  obzo ry  
z a j í ma v ý mi  p o z n a t k y ,  a l e  z a s a z e n í  s t r o h ý c h  ma t e ma t i c k ý c h  f a k tů  a  
ú d a jů  do  h i s t o r i ckého  kon t ex tu  (nap ř .  i n f o r ma c e  o  t o m,  k d o ,  k d y  
a  p r oč  dos pě l  k  u rč i t é mu  o b j e v u )  p ř i s pě j e  k  j e j i c h  „ z l i d š těn í“  a  
z p ř í s t u p něn í  p ro  žáka ,  k t e rý  s e  na  ma te ma t iku  d ívá  s  nedůvě r o u  
j a k o  n a  j a s ně  d anou ,  j i ž  uzav řenou  a  ne měnnou  věd u ,  v e  k t e r é  n e n í  
mí s t a  p r o  p o c h y b n o s t i  a n i  d a l š í  v ý v o j ,  j a k  někdy  bývá  ve  ško l e  
p r e z e n t o vá n a .  P ř i t o m p r á vě  pochybnos t  j e  p ro  žáka  t ím ,  co  žen e  
dop ře d u  j e h o  z věd a v o s t  a  t o u h u  o b j e v o v a t  a  p ředevš ím  dokazova t  
č i  o vě řova t  j i ž  o b j e v e n é .  K  t o mu  j e  t ře ba  věn o v a t  p o z o r n o s t  
k u l t i va c i  k r i t i c k éh o  myš l e n í  ž á ků  a  s t u d e n tů  s nahou  o  vymý cen í  
f o r ma l i smu  kons t ruk t i vn ím  p ř í s t upem k  vyučo v á n í  ma t e ma t i c e  a  
o s l abován ím j eho  i n s t ruk t i vn ího  cha rak t e ru ,  nebo ť  n e  mn o h o  ž á ků  
dne s  u s i l u j e  o  po rozuměn í  j e vům,  k t e r é  j i m  uč i t e l  p ře d k l á d á .  
Ukázkou  t oho ,  j ak  p r ávě  pochybnos t  a  s chopnos t  k r i t i ckého  ú sudku  
p ř i s p í v á  k  v ý v o j i  ma t e ma t i k y ,  r o z š i řo v á n í  s t á v a j í c í c h  a  o d h a l o v á n í  
n o v ý c h  a  n e t u š e n ý c h  o b z o rů ,  j e  p r á vě  h i s t o r i e  neeuk l i dovské  
g e o me t r i e ,  k t e r á  můž e  b ý t  v  mn o h é m  i n s p i r a c í  p r o  s t u d e n t y  i  j e j i c h  
uč i t e l e .  
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 6 .2  Neeukl idovské  geometr ie  ve  výuce  
 
 H y p o t é z a  g e n e t i c k é  p a r a l e l y  ř í k á ,  ž e  v ý v o j  ma t e ma t i c k ý c h  
p ře d s t a v  v  h l a vě  ž á k a  má  k o r e s p o n d o v a t  s  h i s t o r i c k ý m v ý v o j e m 
těc h t o  p oz n a t ků  v  ma t e ma t i c e  j a k o  věd e c k é  d i s c i p l í ně .  P r á vě  p ro to  
j e  dob ré ,  když  uč i t e l  h l edá  v  h i s t o r i i  d i dak t i ckou  i n sp i r ac i ,  n eboť  
uč i t e l ,  k t e r ý  s e  z am ý š l e l  n a d  o m y l y ,  b l o u děn ím ,  h l edán ím  a  ú spěc h y  
v e l k ý c h  m a t e m a t i ků ,  j e  l ép e  p ř i p r a v e n  p o r o z u mě t  o m y lům  s v ý c h  
ž á ků ,  p ro to že  l épe  ro zumí  s l o ž i t ým  procesům odha lován í  
m a t e m a t i k y .  17 ,  s . 107      
P r o c e s  o d h a l o v á n í  n e e u k l id o v s k é  g e o me t r i e  j e  j e d n í m  
z  n e j v z r uš i vě j š í c h  mo me n tů  h i s t o r i e  l i d s k é h o  u v a ž o v á n í  a  s k r ý v á  
v  s o bě  k l íč  k e  k o n s t r u k t i v n í mu  p ř í s t u p u  k  v y učo v á n í  ma t e ma t i c e .  
J e  t ře b a  s e  p t á t ,  j a k  t i ,  k d o  d o s pě l i  k  u rč i t é mu  ma t e ma t i c ké mu  
p o z n á n í ,  t á p a l i ,  o b j e v o v a l i  a  n a c h á z e l i  a  p r oč  š l i  p r á vě  t o u  č i  onou  
c e s t o u .   
 D i d a k t i c k ý m p r o b l é me m  j e  p ř i t o m  n a r u š o v á n í  s t e r e o t y pů  
v  g e o me t r i c k é m p o h l e d u  n a  n a š e  o k o l í .  Ž á c i  i  s t u d e n t i  b y  mě l i  
r o z l i š o v a t  e u k l i d o v s k o u  g e o me t r i i  s v é h o  b e z p r o s t ředn ího  oko l í  a  
po t ře b u  f o r ma l i z o v a t  p r o s t o r o v é  v z t a h y  v  r á mc i  c e l o s vě t o v ý c h  n e b o  
i  k o s mi c k ý c h  s o u v i s l o s t í .  K  t o mu t o  úče lu  nám mohou  dob ře  
pos louž i t  návodné  o t ázky ,  ú lohy  č i  p ř í k l a dy  z  p r a xe ,  k t e r é  j s o u  
v  r o z p o r u  s e  „ z á ko n y “  e u k l i d o v s k é  g e o me t r i e  ( o  t akových  bude  
z mí n k a  v  kap i t o l e  8  a  p o d k a p i t o l e  7 . 7 . 1 ) ,  k t e r é  v z b u d í  v e  
s t u d e n t o v i  p o t ře b no u  z věd a v o s t  a  c h uť  p u s t i t  s e  d o  o d h a l o v á n í  
n o v ý c h  s k u t ečn o s t í  a  o d v a h u  z p o c h y b n i t  ú p l n o s t  d o s u d  n a b y t ý c h  
p o z n a t ků .  Ta to  s chopnos t  nedůvě řo v a t  t a k  a u t oma t i c k y  i n fo r ma c í m ,  
k t e r é  j s ou  j i m p ředk l ádány ,  pak  u  s t uden tů  p ř i r oz eně  v ede  ke  
k u l t i va c i  k r i t i c k éh o  myš l e n í ,  čehož  s e  snaž íme  dosáhnou t ,  j ak  j i ž  
b y l o  řečeno  výše .  
 
 Dů l e ž i t o u  ú l o h u  v  p r o c e s u  p o z n á v á n í  a  o s v o j o v á n í  s i  n o v ý c h  
p o z n a t ků  č i  u t v á ře n í  d a l š í c h  s o u v i s l o s t í  me z i  n i mi  p ř i t o m h r a j e  
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p o j mo t v o r n ý  p r o c e s .  P o j my  j s o u  p r o  č l o věk a  z á k l a d e m k o mu n i k a c e  
i  myš l e n í  a  z í s k á v á n í m n o v ý c h  p o z n a t ků  a  z k u š e n o s t í  s e  z p ře sňu j í  a  
d i f e r e n c u j í .  S vě t  těch  geome t r i ckých  po jmů  a  vz t a hů  me z i  n i m i  se  
p a k  s t u d e n tům os vě t l u j e  p r á vě  s k r z e  n e j růz ně j š í  ú l o h y .  P o d o b n ý  
p roces  zp ře sňován í  a  t ř í děn í  p o j mů  p ak  p rob íhá  p ř i  věd e c k é m  
b á d á n í ,  k d y ž  č l o věk  odha lu j e  dosud  nepoznané  j evy .  P rob l éme m p ř i  
s t u d e n t o vě  s naze  po rozumě t  ma t e ma t i c k ý m j e vům můž e  b ý t  
uč i t e l o v a  vě r n o s t  t e z i  „ p o je m  z a v á d í me  d e f i n i c í “ ,  k t e r á  j e  z n a k e m  
fo r ma l i sm u  v e  v y učován í ,  nebo ť  v e d e  k  p o u h é mu  p a mě ťo v é m u  
učen í ,  kdy  s t uden t  s i c e  d e f i n i c i  s p r á v ně  od ř í ká ,  v e  s k u tečnos t i  v šak  
n e v í ,  o  če m ml u v í .  Uč i t  ž áky  po jmu  X  ne znamená  uč i t  j e  de f i n i c i  
p o j m u ,  a l e  r o z š i řo v a t  j e j i c h  z k u š en o s t i  s  ko n k r é t n í m i  p ř í p ady  
po jmu  X .  17 ,  s . 109   P r á vě  h i s t o r i e  ma t e ma t i k y  j e  n á m v  t é t o  
o t á z c e  ná p o mo c n a ,  n e b oť  ž á d n ý  z  dů l e ž i t ý c h  p o j mů  s e  nez rod i l  
d e f i n i c í ,  a l e  v e d l a  k  němu u rč i t á  i n t u i t i v n í  p ře d s t a v a .  V e z me me - l i  
s i  t edy  z  h i s t o r i e  ponauče n í ,  j e  t ře b a  s t u d e n t o v i  n e j p r v e  p ře d k l á da t  
k o n k r e t i z a c e  p o j mu  v  různých  souv i s l o s t ech  pomoc í  p ř í k l a dů  a  
n á v o d n ý c h  ú l o h  a  a ž  p o s l é z e  p ře d l o ž i t  d e f i n i c i ,  k t e r o u  s t u d e n t  b u d e  
s chopen  na  zák l adě  p ř í k l a dů  v y v o d i t  v í c e mé ně  s a mos t a t ně .  
N e u z a v ře me  mu  t í m  h n e d  n a  z ačá t k u  c e s t u  k  p o z n á n í  a  n a v í c  m u  
v y t v o ř í me  p r o s t o r  k  v l a s t n í m d a l š í m,  mn o h d y  p řekvapu j í c í m  
z á vě rům.  
 
 P r o  s e z ná me n í  s t u d e n tů  s  neeuk l i dovskou  geome t r i í  j e  d l e  
mé h o  n á z o r u  n e j v h o d ně j š í  g e o me t r i e  s f é r i c k á ,  n e b oť  ma j í  j i ž  
od  r aného  dě t s t v í  za ž i t o u  p ře d s t a v u  o  k o u l i  a  j e j í m t v a r u .  N a  k o u l i  
s e  nav í c  v šechny  j evy  odeh ráva j í  p ř í mo  p ře d  j e j i c h  z r a k e m .  
Z  p e d a g o g i c k é h o  h l e d i s k a  j e  z d e  p o d s t a t n ý m mo me n t e m u rč i t á  
z měna  v  myš l en í ,  p ře k r oče n í  h r a n i c  z a ž i t é h o  z pů sobu  naz í r án í  
n a  s vě t  a  o k a mž i k  r o z p o z n á n í  o p r á v něnos t i  ex i s t ence  da l š í c h  
z pů s o bů  u v a ž o v á n í .  Dů l e ž i t é  t edy  j e  neunáh l i t  s e  p ř í l i š  s  t í m t o  
„ n a b o u r á v á n í m“  s t u d e n t o v ý c h  p ředs t av  a  zvyk lo s t í  v  uvažován í ,  
aby  zby t ečně  n e d o š l o  k  c h a o s u .  P r o t o  s i  m y s l í m,  ž e  j e  v h o d n é  
s e z n á mi t  s t u d e n t y  s  t í mt o  s vě t e m a ž  n a  s t ředn í  ško l e ,  kde  o s t a tně  
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b y l a  s f é r i c k á  g e ome t r i e  j e š tě  p ře d  š e d e s á t i  l e t y  běž ně  vyučo v á n a .  
V e  v y š š í c h  r očn íc í ch  j e  pak  možné  p řed lož i t  s t uden tům i  z á k l a d n í  
p o z n a t k y  z  g e o me t r i e  h y p e r b o l i c k é ,  a  t o  a l e s p oň  j a k o  z a j í ma v o s t .  
 O s t a t ně  c e l á  n e e u k l i d o v s k á  g e o me t r i e  můž e  mí t  v e  v ý u c e  
p o u z e  j a kýs i  i n fo rmačn í  c h a r a k t e r .  V  j e d n o r á z o v é m n a d s t a n d a r d n í m  
b l o k u  h o d i n  p a k  l z e  s t u d e n t y  s e z n á mi t  s  j i n ý m p o h l e d e m n a  s vě t  a  
r o z š í ř i t  j e j i ch  obzo ry  ukázkou  zák l adn í ch  zákon i t o s t í  neeuk l i dov -
s k é  g e o m e t r i e ,  j e ž  mo h o u  b ý t  p r e zen továny  j ako  rozd í l y  s e  z ákony  
g e o me t r i e  e u k l i d o v s k é .  N á p l n í  t akového  cyk lu  mohou  bý t  ú lohy  
n a p ř í k l a d  o  z e měk o u l i ,  v e  k t e r ý c h  s e  s t u d e n t i  h r a v o u  f o r mo u  
s  n o v ý mi  z á k o n i t o s t mi  s e z n á mí  a  n a v í c  o c e n í  j e j i c h  p r a k t i c k o u  
využ i t e l nos t  ( n a p ř .  v i z  podkap i t o l a  7 .7 .1 ) .  
 J i n ý m,  v á ž ně j š ím  po j e t ím  pak  můž e  b ý t  s y s t e ma t i c k é  
z a b u d o v á n í  s f é r i c k é  g e o m e t r i e  d o  g e o me t r i e  e u k l i d o v s k é  j a k o ž t o  
s o učás t i ,  kdy  bude  docháze t  k  p růběžné  kon f ron t ac i  po jmů  a  ře še n í  
k o n k r é t n í c h  ú l o h  v  r o v i ně  i  n a  k o u l i ,  a  n á s l e d n é  s r o v n á n í  v ý s l e d ků  
t a k  můž e  b ý t  s a mo z ře j mo u  s o učás t í  výuky .  21   
 
 
 6 .2 .1  Př ínos  výuky neeukl idovských geometr i í  
  
 Důvodů ,  p r oč  t é ma t e m n e e u k l i d o v s k ý c h  g e o me t r i í  o b o h a t i t  
v ý u k u ,  j e  c e l á  řa da .  P ře d e vš í m s e ,  z v l á š tě  p a k  g e o me t r i e  s f é r i c k á ,  
b l í ž í  něče mu ,  c o  l z e  n a z v a t  „ r e á l n o u  ma t e ma t i k o u “ .  J e d n a  
z  n e jčas tě j š í c h  o t á z e k  s t u d e n tů  v  h o d i n á c h  ma t e ma t i k y  z n í :  
„A  k  če m u  mi  t o  b u d e ? “  P ř i  v ý k l a d u  s f é r i c k é  g e o me t r i e  s e  uč i t e l  
n e mus í  p o t i t  p ř i  v y h ý b a v é  o d p o věd i  t y p u  „ b u d e t e  t o  p o t řebova t  p ř i  
p ř i j í ma c í c h  z k o u š k á c h  n a  v y s o k o u  š k o l u “  n e b o  „ f o r m u j e  t o  v a š e  
m y š l e n í “ .  S f é r i c ká  g e o me t r i e  h r a j e  dů l e ž i t ou  ro l i  v  mnoha  
o b l a s t e c h  l i d s k é  č i nnos t i  –  v  geog ra f i i ,  a s t r onomi i ,  f yz i ce ,  
t e chn i ckých  věd á c h ,  u měn í ,  d e s i g n u ,  s t a v i t e l s t v í  a  a r c h i t e k t u ře ,  
č í mž  t a k é  v z n i k a j í  k o r e s p o n d e n c e  m e z i  ma t e ma t i k o u  a  z e měp i se m 
č i  f y z i k o u ,  n e b o  d o k o n c e  v ý t v a r n o u  v ý c h o v o u .  N a v í c  s e  z měnou  
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n a z í r á n í  n a  s vě t  f o r mu j e  k r i t i c k é  m y š l e n í ,  a  t í m i  s a mos t a t n é  
u v a ž o v á n í  a  j e d n á n í ,  k d y ž  j e  s tuden t  nucen  uvažova t  v  š i r š í ch  
s o u v i s l o s t e c h  a  v y b oč i t  z  me z í ,  d o  k t e r ý c h  j e  t l ače n  t r a d ičn í  
v ý u k o u  m a t e ma t i k y .  V  n e p o s l e d n í  řa dě  g e o me t r i e  k o u l e  n e p o c h y b ně  
r o z v í j í  p r o s t o r o v é  v i děn í  a  s t uden tovu  p ředs t av ivos t .  P ř i  
s r o v n á v á n í  e u k l i d o v s k é  a  n e e u k l i d o v s k é  g e o me t i e  a  o d h a l o v á n í  
p l a t n o s t i  něk te rých  pozna tků  n av í c  s t uden t i  mohou  l épe  pochop i t  
p l a n i me t r i i  v  r o v ině .  P ř i b l í ž e n í m z á k l a dů  h y p e r b o l i c k é  g e o me t r i e ,  
k t e r á  j e  t a k  dů l e ž i t á  v  mod e r n í  fyz i c e  i  j i n ýc h  vědách ,  pomůž e me  
z a s e  s t ude n tům p o o d k r ý t  j a k é s i  „ t a j e mn o“ ,  k t e r é  t o t o  t é ma  
z a h a l u j e .  
 
H i s t o r i e  n e e u k l i d o v s k ý c h  ge o me t r i í ,  k t e r á  b y  mě l a  p r a k t i c ké  
z n a l o s t i  d o p r o v á z e t ,  t a k é  n e m u s í  b ý t  z a n e d b a t e l n o u  s o učá s t í  v ý u k y .  
O b j e v  těc h t o  g e o me t r i í  v  1 9 .  s t o l e t í  p ř i n e s l  n o v ý  p o h l e d  
n a  g e o me t r i z a c i  r e á l n é h o  s vě t a ,  když  ukáza l  něco ,  co  by lo  
v  rozpo ru  s  obecně  p ř i j a t ý m n á z o r e m i  k a ž d o d e n n í  s my s l o v o u  
z k u š e n o s t í  j e d i n c e .  Z n a l o s t  h i s t o r i e  t é t o  r e v o l učn í  z měny  
v  g e o me t r i i  mi mo  j i n é  v y b í z í  s t u d e n t y  ( a l e  i  uč i t e l e )  k  t o l e r an c i  
vůč i  j i n é m u  p o h l e d u  a  o d l i š n é mu  z pů sobu  uvažován í ,  ke  s chopnos t i  
v n í ma t  l i d i  s  o d l i š n ý m n á z o r e m n e  j a k o  n e p řá t e l e ,  a l e  j a k o  p a r t ne r y  
p ř i  h l e d á n í  p r a v d y .  N a v í c  n e j e n o m ž e  n a b á d á  s t u d e n t y  k  h l e d á n í  
n e p o z n a n é h o ,  a l e  r o v něž  ve d e  j e j i c h  uč i t e l e  k  o d v a z e  d á v a t  j i m  
k  t o mu  p ř í l e ž i t o s t ,  a  r o z v í j e t  t a k  j e j i c h  i n t u i c i ,  f a n t a z i i ,  v y t vá ře t  
o b j e k t y ,  k t e r é  j e š tě  ne v i dě l i  a  r o z h o d o v a t  o  mož n o s t i  j e j i c h  
ex i s t ence .  
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 6 .2 .2  Lénártův projekt  
 
 P růk o p n í k e m v  o b l a s t i  d i d a k t i k y  n e e u k l i d o v s k ý c h  g e o me t r i í  
j e  v  s o uča s n é  d o bě  maďa r s k ý  ma t e ma t i k  I s t v á n  L é n á r t .  
 S e  s v ý m  p r o j e k t e m s r o v n á v a c í  g e o me t r i e ,  v  j e h o ž  r á mc i  
z avád í  výuku  neeuk l i dovských  geo me t r i í  d o  š k o l ,  s e z n a mu j e  
českého  č t e n á ře  p ros t ředn i c tv ím  časop i su  Uč i t e l  m a t e m a t i k y ,  
v  č l á n k u  21  .  
 
 
 6.2 .2 .1 .  Popis  projektu 
 
 Ú lohy  u rče n é  v  r á mc i  t o h o t o  p r o j e k t u  ž á kům j s o u  j a k  
z  p r o s t ře d í  g e o me t r i e  e u k l i d o v s k é ,  t a k  z  g e o me t r i e  s f é r y ,  a  něk t e r é  
i  z  h y p e r b o l i c k é  g e o me t r i e ,  k t e r á  j e  z d e  mo d e l o v á n a  n a  h e mi s f é ře .  
Dů l e ž i t é  j e ,  ž e  L é n á r tův  p ro j ek t  d l e  au to rových  s l ov  ne p ře d p o k l á d á  
ž á d n é  p ře d c h o z í  z n a l o s t i  g e o m e t r i e  s f é r y ,  p o u z e  bě žné  ž i vo tn í  
z kušenos t i ,  k t e r é  má  s  t va rem  k o u l e  j i ž  ž á k  z á k l a d n í  š k o l y  21 ,  s . 1  ,  
a  můž e  h o  t a k  v y u ž í t  j a k ý k o l i  uč i t e l  ma t e ma t i k y  b e z  s p e c i á l n í  
p ředchoz í  p ř í p r a v y  ž á ků .   
 L é n á r t  z p ř í s t u pňu je  ž á kům s vě t  n o v ý c h  g e o me t r i c k ý c h  v z t a hů  
p r o s t ře d n i c t v í m ú l o h ,  ž á k  p ř i t o m p o u ž í v á  k  j e j i c h  ře še n í  r ý s o va c í  
ná s t ro j e ,  p ř í pa d ně  i  poč í t ačovou  t e chn iku ,  pokud  j e  t ře b a .  C e l ý  
p r o j e k t  j e ,  j a k  v yp o v í d á  ná z e v ,  z a l o ž e n  n a  s r o v n á v á n í  g e o me t r i e  
r o v i n y ,  s f é r y  a  h y p e r b o l i c k é  g e o me t r i e ,  p r o t o  j s o u  ú l o h y  
z  p r o s t ře d í  v š e c h  t řech  ob l a s t í .  Hype rbo l i cká  geome t r i e  p ř i t o m  
r o z š i řu j e  a  d o p lňu j e  p o z n a t k y  z  p ředchoz í ch  dvou  ob l a s t í .  
 J a k  j i ž  by l o  řeče no ,  z  mod e lů  h y p e r b o l i c k é  g e o me t r i e  a u t o r  
v o l i l  mí s t o  o t e v ře n é h o  k r u h u  č i  o t ev ře n é  p o l o r o v i n y  mo d e l  
p o l o k o u l e ,  a  t o  t a k ,  ž e  s f é r u  r o z dě l u j e  r o v n í k e m  n a  s e v e r n í  a  j i ž n í ;  
v š e c h n y  b o d y  s e v e r n í  h e mi s f é r y  b ez  r o v n í k u  j s o u  p a k  p o v a ž o v á n y  
z a  b o d y  h y p e r b o l i c k é  g e o me t r i e .  S v o u  v o l b u  a u t o r  o důvodňu j e  
t a k t o :  Mode l  po lokou l e  v e lm i  názorně  d emons t ru j e  po jmy  j ako  
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hyperbo l i c ká  p ř í m k a ,  k r u h ,  mě ře n í  ú h lů  a t d .  N a v í c  p ř i  p r á c i  
s  mode l em  po lokou l e  l z e  v ýborně  v y u ž í t  z k u š e n o s t i  z e  s f é r i c k é  
geome t r i e .  J e  známo ,  ž e  u  vě t š i n y  s t ude n tů  s e  z k u š e no s t i  
z  p l a n i m e t r i e  o m e z u j í  n a  e u k l e i d o vs k o u  g e o m e t r i i ,  n a p r o t i  t o m u  
p o l o k o u l e ,  p r á vě  p r o  s v o u  o d l i š n o s t  o d  r o v i n y ,  j e  k  p ředs t aven í  
nového  geome t r i ckého  s y s t ému  vhodně j š í ,  n e ž  k d y b y c h om m u s e l i  j i ž  
z a ž i t é  p l a n i m e t r i c k é  p o j m y  a  m o d e l y  z n o v u  d e f i n o v a t  v  r á m c i  
j i ného  s y s t ému  ax iomů .  21  č . 1 ,  s . 2   
 
L e n á r t  z a v á d í  v ý u k u  n e e u k l i d o v s k ý c h  g e o me t r i í  p o mě r ně  
b r z y :  P r v n í  e t a p a  v ý u k y  z a h r n u j e  ú l o h y  v  e u k l i d o v s k é  r o v i ně  
s p o l ečně  s  p a r a l e l n í mi  ú l o h a mi  n a  s f é ře ,  pozdě j i  s e  z ačnou  
ob j evova t  ú lohy  o  hemi s f é ře ,  a  t o  u  ž á ků  č t r nác t i l e t ých .  P ro j ek t  
v y u ž í v á  v ý u k o v é  p o můc k y  s  n á z v e m L é n á r t  S p h e r e .   
 
 
6.2 .2 .2  Lénárt  Sphere  
 
Ten to  komple t  z ah rnu j e  p růh l e d n o u  k o u l i  v e l i k o s t i  f o t b a l o v é -
ho  míče ,  n a  j e j í mž  p o v r c h u  ž á c i  k r e s l í  a  mě ř í ,  h e mi s f é r i c k o u  f ó l i i  
( t z v .  n áč r t n í k ) ,  j e ž  s e  d á  n a  k o u l i  u p e v n i t  a  s l o u ž í  p a k  k  t é m ž e  
úče lům,  d á l e  s f é r i ck é  mě ř í t k o - ú h l o mě r ,  s  j e h o ž  p o moc í  l z e  n a  k o u l i  
r ý s o v a t  h l a v n í  k r u ž n i c e  (ob r .  17  2 1 ,  s . 2  ) ,  s f é r i cké  k ruž í t ko  
k  rý sován í  s f é r i ckých  k ružn i c  l i bovo lného  po lomě r u  
( o b r .  1 8  2 1 ,  s . 2  )  a  d a l š í  součá s t í  j e  o b a l  „ Ž i v á  p l a ne t a “ ,  s  j e h o ž  
p o moc í  l z e  z měn i t  k o u l i  n a  g l o b u s ,  k t e r ý  j e  m o ž n é  p o k r e s l i t .  
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                   Obr .  17                 Obr .  18   
  
P r v n í  v a r i a n t a  t é t o  soup ravy  vzn ik l a  v  Maďa r sku  j i ž  r oku  
1 9 8 6 ,  v ý r a z ně  z d o k o n a l e n o u  f o r mu  p a k  v y d a l o  k a l i f o r n s k é  
nak l ada t e l s t v í  Key  C u r r i c u l u m P r e s s  r o k u  1 9 9 6  p o d  n á z v e m L é n á r t  
S p h e r e .  Růz n é  ú r o v ně  t é t o  s ady  s i  l z e  zakoup i t  na  webové  
a d r e s e  69   s p o l u  s  d a l š í mi  p o můc k a mi  a  k n i h a mi ,  k t e r é  u s n a dňu j í  
v ý u k u  n e e u k l i d o v s k ý c h  g e o me t r i í .  Z d e  n a b í z e n á  p o někud  
k o me rčně j š í  s a d a  o b s a h u j e  o s mi d í l n o u  p růh l e d n o u  p l a s t o v o u  k o u l i  
s e  s t o j á nk e m,  fó l i i ,  z  k t e r é  j e  mož n o  i  v y s t ř i h o v a t  t v a r y ,  s f é r i c k é  
p r av í t ko  p ro  rý sován í  h l avn í ch  k ružn i c ,  s f é r i cké  k ruž í t ko  
s  k o mp a s e m p r o  u rčován í  po lohy ,  s adu  pop i sovačů ,  n á s těnku  
p ro  p r ezen t ac i  kons t rukc í ,  oba l  „Ž ivá  p l ane t a“ ,  š e s tnác t i s t r ánkovou  
b r o ž u r k u  Zač í n á m e  s  L é n á r t o v o u  s f é r o u  a  j i n é  (ob r .  19  69  ) .  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                                
     Obr .  19   
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 J a k  L é n á r t  p í š e ,  t e n t o  m a t e r i á l  s l o u ž i l  p o  l é t a  p o d n i k a v ý m 
uč i t e lům a  s tuden tům jako  u rč i t á  l ahůdka ,  za j ímavos t .  Dodnes  s e  
n e s t a l  p o v i n n o u  učebn í  l á t kou .  O  t o  j s em  an i  neus i l ova l ,  p ro to že  
j s e m  p ře svědče n ,  ž e  t a k o v ý  v ý u k o v ý  p r o g r a m  mů ž e  p ř i n é s t  p o z i t i v n í  
v ý s l e d k y  p o u z e  z a  p ře d p o k l a d u  h o u ž e v n a t é  p r á c e ,  p ř i  d o b r o v o l n é m  
p ře s vědče n í  ž á ků  i  uč i t e lů  o  sp rávnos t i  t akové  vo lby .  Vnucenou ,  j en  
s  p o l o v ičn í  chu t í  p ř i j ímanou  pov innos t  pok ládám ne j en  za  
z b y t ečn ou ,  a l e  z a  v y s l o v e ně  š k o d l i v o u  z  h l e d i s k a  p r o j e k t u  i  j e h o  
účas tn í ků .  21 ,  s . 79   P ro to  ne j sou  k  d i spoz i c i  s t a t i s t i cky  
p ře s vědč i v é  ú d a j e ,  a l e  d l e  a u t o r o v ýc h  s l o v  z a z ně l y  na  p ro j ek t  z e  
s t r a n  v y uču j í c í c h  i  s t u d en tů  v e  v a l n é  vě t š i ně  k l adné  oh l a sy  a  
s o u d y .  
 H r o ma d n é mu  š í ře n í  p r o j e k t u  v e  v z dě l á v a c í c h  i n s t i t u c í c h  v š a k  
b r á n í  f i n a nčn í  s t r á n k a ,  j e l i k o ž  s o u p r a v a  n e n í  z r o v n a  n e j l e v ně j š í  
( s p e c i á l n í  s e t  p r o  v ý u k u  v e  t ř í dě  s t o j í  t é mě ř  4 2 0  $ ) .  A u t o r  mí n í ,  ž e  
da l š í  p řekážkou  j e  nedos t a t ek  ča su  a  e ne r g i e  p e dag o gů ,  a  z a  
n e j dů l e ž i tě j š í  p ře k á ž k u  p o v a ž u j e  t o ,  c o  n a z ý v á  „ n e o myl n o s t í “ :  
P r o j e k t e m  s e  z a b ý v á m  něk o l i k  l e t  a  d o d n e s  s e  m i  s t á v á ,  ž e  m i  
něk t e rý  z  d e s e t i  č i  d vanác t i l e t ý ch  žáků  po lo ž í  o tá zku ,  na  k t e rou  
j s em  schopen  odpovědě t  j e n  o b t í ž ně  n e b o  t a k y  vůb e c .  21 ,  s . 81   
 
 
 6 .2 .2 .3  Porovnání  geometrických objektů  ve  třech  
geometr i ích  v  rámci  projektu  
 
Ve  své m č l á n k u  21   L é n á r t  s e z n a m u j e  č t en á ře  s e  způ s o b y ,  
k t e r ý mi  p r e z e n t u j e  o d l i š n o s t i  v e  v l a s t n o s t e c h  něk t e r ý c h  g e o me t r i c -
k ý c h  o b j e k tů  v  j e d n o t l i v ých  t y p e c h  g e o me t r i í .  V  t é t o  p o d k a p i t o l e  
bude  j eho  pop i s  s t r učně  n a s t í něn .  
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6.2 .2 .3 .1  Př ímky a  svazek př ímek  
 
V  euk l i dovské  rov ině  j e  p ř ímkou  „obyče j n á  p ř í mk a “ ,  j a k  j i  
z n á me ,  n a  s f é ře  z a s t u p u j e  p ř í mk u  h l a v n í  k r u ž n i c e  a  p ř í mk o u  n a  
hemi s f é ře  j e  k a ž d á  p o l o k r u ž n i c e ,  k t e r á  j e  ře z e m  h e mi s f é r y  a  r o v i n y  
k o l mé  n a  r o v i n u  r o v n í k u ,  n e b o l i  p o l o k r u ž n i c e  k o l má  n a  r o v n í k  
( o b r .  2 0 ,  2 1 ,  s .  4  ) .  
 
 
 
 
 
 
 
               Obr .20  
 
V  e u k l i d o v s k é  r o v i ně  n a z ýv á me  s v a z k e m p ř í me k  v š e c h n y  
p ř í mk y  p r o c h á z e j í c í  j e d n í m  b o d e m,  L é n á r t  s v a z k e m n a v í c  n a z ý v á  i  
v šechny  p ř í mk y  r o v n o běž n é  s  d a n o u  p ř í m k o u .  V  r o v i ně  t e d y  
e x i s t u j í  d v a  d r u h y  s v a z ků  p ř í me k .  
Na  s f é ře  n a z ý v á me  s v a z k e m p ř í me k  m n o ž i n u  v š e c h  h l a v n í c h  
k r u ž n i c  p r o c h á z e j í c í c h  j e d n í m  p e v ně  z v o l e n ý m b o d e m  s f é r y  
( o b r .  2 1 ,  2 1 ,  s .  4  ) .  E x i s t u j e  z d e  t e d y  j e n  j e d e n  d r u h  s v a z k u  
p ř í me k ,  n e b oť  n e e x i s t u j í  r o v n o běžné  h l avn í  k ružn i ce .  
 
 
 
 
 
 
 
 
       Obr .  21  
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 N a  h e mi s fé ře  n a z ýv á me  s v a z k e m p ř í me k  m n o ž i n u  v š e c h  ře zů  
h e mi s f é r y  r o v i n a mi  k o l m ý mi  n a  rovn ík  p rocháze j í c ími  daný m 
b o d e m n a  d a n é  p ř í mc e ,  j e ž  j e  r o vněž  k o l m á  n a  r o v i n u  r o v n í k u  
hemi s f é r y .  Lež í - l i  p rů s eč í k  p ř í me k  n a  h e mi s fé ře ,  nazýváme  t a kový  
s v a z e k  s v a z k e m p r v n í h o  d r u h u  (ob r .  22  21 ,  s . 5  ) ,  l e ž í - l i  p rů s eč í k  
n a  k r u ž n i c i  r o v n í k u ,  ml u v í me  o  s v a z k u  d r u h é h o  d r u h u  
( o b r .  2 3  2 1 ,  s . 5  ) ,  a  l e ž í - l i  v ně  k ružn i ce  hemi s f é r y ,  j edná  s e  
o  s v a z e k  d r u h u  t ře t í h o  (ob r .  20 ) .  Da l š í  t yp  svazku ,  t edy  po lok ruž -
n i c e ,  k t e r é  v z n i k n o u  j a k o  ře z y  h e mi s f é r y  r o v i n a mi  r o v n o běž n ý mi  
s  d a n o u  r o v i n o u  k o l mou  n a  r o v i n u  r o v n í k u ,  p ř i řazu j e  Léná r t  p ro  
z j e d n o d u š e n í  k e  s v a z k u  p ř ímek  t ře t í h o  d r u h u ,  v e  s k u t ečn o s t i  v š a k  
v  h y p e r b o l i c k é  g e o me t r i i  e x i s t u j í  č t y ř i  d r u h y  s v a z ků  p ř í me k .  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
               Obr .  22  
 
 
 
 
  
 
 
 
 
     Obr .  23  
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6.2 .2 .3 .2  Neprot ínaj íc í  se  př ímky,  rovnoběžnost  
 
 Z á k o n y  r o v n o běž n o s t i  v  j e d n o t l i v ý c h  t y p e c h  g e o me t r i í  
p r e z e n t u j e  L é n á r t  p r á vě  po moc í  s v a z ků  p ř í me k  a  j e d n é  p ř ímk y  
mi mo  t en to  svazek  a  z k o u m á ,  k o l i k  p ř í me k  z e  s v a z k u  j e  s  p ř ímkou  
mi mo  ně j  r o v n o běžných .  
 V  e uk l i dovs ké  r ov i ně  e x i s t u j e  p r á vě  j e d n a  t a k o v á  p ř í mk a  
( o b r .  2 4  2 1 ,  s . 6  ) ,  na  s f é ře  v šak  v šechny  p ř ímky  svazku  p ro t í na j í  
d a n o u  p ř í mk u  mi m o  ně j ,  t akže  zde  žádné  rovnoběž n é  p ř ímky  
n e e x i s t u j í  ( ob r .  25  2 1 ,  s . 6  ) .  
  
 
 
 
 
 
 
 
 
          Obr .  24          Obr .  25  
 
 N a  h e mi s fé ře  pak  ex i s t u j e  nekonečně  mn o h o  p ř ímek ,  k t e r é  
d a n o u  p ř í mk u  mi m o  s v a z e k  p r o t í na j í  a  n e k o n ečně  mnoho  těc h ,  
k t e r é  j i  n e p r o t n o u  ( o b r .  2 6  2 1 ,  s . 6  ) .  
 
 
 
 
 
 
 
 
     Obr .  26  
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6.2 .2 .3 .3  Vzdálenost  
  
 V  e uk l i dovs ké  r ov i ně  j e  p ř í mk a ,  j a k  v í me ,  n e k o n ečn á  a  
u mí me  z de  p o r o v n a t  d é l k y  j a k ý c h k o l i  d v o u  ú s eček .  Na  s f é ře  j e  
d é l k a  h l a v n í  k r u ž n i c e  r o v n a  2π r ,  k d e  r  j e  p o l o mě r  ku lové  p lochy ,  
a  k a ž d á  p ř í mk a  n a  s f é ře  t a k  má  k o n ečnou  dé lku .  Úsečk o u  j e  p a k  
čá s t  o b l o u k u  h l a v n í  k r u ž n i c e  a  j e h o  d é l k a  j e  d á n a  p o mě r em k  dé l ce  
p ř í mk y  ( t e d y  h l a v n í  k r u ž n i c e ) .  B u d e me - l i  mě ř i t  n a p ř .  d é l k u  r o v n í k u  
me z i  9 0 .  a  1 1 0 .  p o l e d n í k e m ,  b u d e  t e d y  r o v n a  π r / 1 0 ,  k d e  r  j e  
p o l o mě r  z e měk o u l e .  
 Na  hemi s f é ře  s l ouž í c í  j ako  mode l  h y p e r b o l i c k é  g e o me t r i e  
v šak  nemůž e me  p o j e m v z d á l e n o s t i  o p ř í t  o  ž i v o t n í  z k u š e n o s t i .  
K a ž d á  p ř í mk a  j e  z d e  p o l o k r u ž n i c í ,  j e j í ž  k o n c o v é  b o d y  l e ž í  n a  
r o v n í k u ,  k t e r ý  u ž  v š a k  n e n í  s o učás t í  mode lu .  Obyva t e l  hype rbo l i c -
k é h o  s vě t a ,  k t e r ý  s e  p o  p ř í mc e  p o h y b u j e  s t á l e  s t e j n o u  r y c h l o s t í  a  
s t e j ně  d l o u h ý mi  k r o k y ,  s e  n á m,  v ně j š í m p o z o r o v a t e lům  j e v í  t í m  
p o ma l e j š í ,  č í m  b l í ž e  j e  r o v n í k u ,  a  t í m k r a t š í  s e  z d a j í  b ý t  j e h o  
k roky .  Nebohý  „Hype rbo l iťa n “  n a v í c  k  r o v n í k u  n i k d y  n e d o j d e .  
V  h y p e r b o l i c k é  g e o me t r i i  j e  t e d y  p ř í mk a  n e k o n ečn á  s t e j ně  j ako  
v  e u k l i d o v s k é  r o v i ně .  
 
 
6.2 .2 .3 .4  Vel ikost  úhlu  dvou př ímek  
 
 V  e uk l i dovs ké  r ov i ně  mě ř í me  ú h l y  ú h l o mě r e m a  můž e m e  
n a mě ř i t  o d c h y l k u  p ř í me k  v  r o z me z í  o d  0 °  d o  9 0 ° .  N a  s f é ře  a  
hemi s f é ře  z mě ř í me  ú h e l ,  k t e r ý  s v í r a j í  d vě  p ř í m k y  ( t e d y  k r u ž n i c e  č i  
p o l o k r u ž n i c e )  t a k ,  ž e  j e d n od u š e  z mě ř í me  ú h e l ,  k t e r ý  sv í r a j í  t ečn y  
k  těmt o  k r u ž n i c í m ( p o l o k r u ž n i c í m)  v e d e n é  j e j i c h  p rů s eč í k e m.  Z d e  
n á s  t e d y  s my s l y  n e k l a mo u  a  ú h l y  v i d í me  v e  v š e c h  g e o me t r i í c h  
t a k o v é ,  j a k é  s k u t ečně  j s ou .  
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6.2 .2 .3 .5  Součet  úhlů  v  trojúhelníku  
 
 L é n á r t  s e  v e  s v é m p o p i s u  z a b ý v á  p o u z e  t r o j ú h e l n í k y  
r o v n o s t r a n n ý mi .  V  r o v i ně  má  k a ž d ý  j e j i c h  vn i t řn í  úhe l  p ř i r oze ně  
v e l i k o s t  6 0 ° ,  a  s o uče t  ú h lů  v  t r o j ú h e l n í k u  j e  t e d y  r o v e n  1 8 0 °  
n e z á v i s l e  n a  v e l i k o s t i  t r o j ú h e l n í k u .  N a  k o u l i  s e  v n i t řn í  úh l y  
v  t r o j ú h e l n í k u  z vě t š u j í  s  j e ho  v e l i k o s t í  ( ob r .  27  2 1 ,  s . 7 5  ) .  M a l é  
t r o j ú h e l n í k y  s e  p o d o b a j í  t r o j ú h e l n í kům r o v i n n ý m,  t a k ž e  v e l i k o s t  
k a ž d é h o  z  j e j i c h  vn i t řn ích  úh lů  s e  b l í ž í  6 0 ° ,  v e l k é  t r o j ú h e l n í k y  s e  
p o d o b a j í  h l a v n í m k r u ž n i c í m ,  t a k ž e  v e l i k o s t  j e j i c h  v n i t řn í c h  ú h lů  s e  
b l í ž í  1 8 0 ° .  N a  k o u l i  t e d y  můž e me  n a mě ř i t  s o uče t  úh lů  
v  t r o j ú h e l n í k u  v  o t e v ře n é m i n t e r v a l u  ( 1 8 0 ° ;  5 4 0 ° ) .  
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
     Obr .  27  
 
 Na  po lokou l i ,  v  hype rbo l i cké  geome t r i i ,  s e  naopak  ve l i kos t i  
v n i t řn ích  úh lů  v  t r o j ú h e l n í k u  z me n š u j í  s e  z vě t š u j í c í  s e  v e l i k o s t í  
t r o júhe ln íku .  Ma lé  t r o júhe l n í k y  s e  t a k é  b l í ž í  ú t v a rům  r o v i n n ý m a  
j e j i c h  v n i t řn í  ú h l y  v e l i k o s t i  6 0 ° ;  č í m  vě t š í  t r o j ú he l n í k ,  t í m  v š a k  
„ š p iča tě j š í “  v r c h o l  s  v n i t řn ím úh l em b l í ž í c ím se  0 °  
( o b r .  2 8  2 1 ,  s . 7 6  ) .  V  h y p e r b o l i c k é  g e o me t r i i  můž e me  t e d y  j a k o  
s o uče t  vn i t řn ích  úh lů  v  t r o júhe ln íku  namě ř i t  j ednu  z  hodno t  
o t e v ře né ho  i n t e r v a l u  ( 0 ° ;  1 8 0 ° ) .  
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     Obr .  28  
 
 
6.2 .2 .3 .6  Kružnice  a  cykly  
 
 V  h y p e r b o l i c k é  g e o me t r i i  j e  o b t í ž n é  z n á z o r n i t  o b l o u k y  s t e j n é  
v e l i k o s t i ,  a  t a k  n e můž e me  n a r ý s o v a t  m n o ž i n u  b o dů  s t e j ně  
v zdá l ených  od  s t ředu .  Aby  s e  vyva rova l  těc h t o  o b t í ž nos t í ,  z a vá d í  
L é n á r t  k r u ž n i c i  j a k o  s p o j i t o u  k ř i v k u ,  k t e r á  j e  k o l m á  k e  k a ždé  
p ř í m c e  s v a z k u .  21 ,  s . 76   
 V  rov ině  a  n a  k o u l i  t a k  z í s k á me  k r u ž n i c e ,  j e j i c h ž  s t řed  l e ž í  
v e  s p o l ečn é m p rů s eč í k u  p ř í me k  s v a z k u ,  v  h y p e r b o l i c k é  g e o me t r i i  
s e  v š a k  j e d n á  o  k r u ž n i c e ,  j e j i c h ž  s t řed  na  t omt o  p rů s eč í k u  n e l e ž í  
( o b r .  2 9  2 1 ,  s . 7 6  ) .  
  
.  
 
 
 
 
 
 
               Obr .  29  
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 U  svazku  p ř í me k  d r u h é h o  d r u h u  l e ž í  s p o l ečný  s t řed  k ružn i c  
d o k o n c e  mi mo  mo d e l  h y p e r b o l i c k é  p l o c h y ,  n a  r o v n í k u  
( o b r .  3 0  2 1 ,  s . 7 7  ) .  T a k o v é  k r u ž n i c e ,  d o t ý k a j í c í  s e  r o v n í k u ,  t e d y  
n e ma j í  v  h y p e r b o l i c k é  g e o me t r i i  ž á d n ý  s t ře d  a  n a z ý v á me  j e  
p a r a c y k l y .  
 Se s t ro j íme - l i  s t e j ný m způ s o b e m  „ k r u ž n i c e “  u  s v a z k u  p ř í me k  
t ře t í ho  d ruhu ,  dos t aneme  j en  k ru h o v é  o b l o u k y  s  k o n c o v ý mi  b o d y  n a  
r o v n í k u  (ob r .  31  2 1 ,  s . 7 7  ) .  T a k o v é  p a k  n a z ý v á me  h y p e r c y k l y .  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
     Obr .  30  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
    
     Obr .  31  
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6.2 .2 .3 .7  Mozaiky a  d laždice  
 
 P o k r ý v á m e - l i  v  j ed n o t l i v ých  g e o me t r i í c h  p ov r c h  s h od n ý mi  
m n o h o ú h e l n í k y ,  k t e r é  s e  n a v z á j e m n e p řek rýva j í ,  v  r ov ině  
( o b r .  3 2  2 1 ,  s . 7 8  )  a  n a  k o u l i  ( ob r .  33  21 ,  s . 78  )  s e  z da j í  b ý t  s t á l e  
s h o d n é ,  n a  p o l o k o u l i ,  v  g e o me t r i i  h y p e r b o l i c k é ,  s e  v š a k  j e j i c h  
s t r a n y  z dá n l i vě  z me n š u j í ,  p r o t o ž e  s e  j e d n o t l i v é  v z d á l e n o s t i  z d a j í  
b ý t  k r a t š í .  V š e c h n y  ú h l y  v š a k  zů s t á v a j í  s h o d n é  
( o b r .  3 4  2 1 ,  s .  7 8  ) .  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Obr .  32         Obr .  33  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
               Obr .  34  
 
 Z v l á š t n o s t i ,  k t e r é  v z n i k a j í  p o k r ý v á n í m  p o v r c h u  s h o d n ý mi  
ú tva ry  v  j edno t l i vých  geome t r i í ch ,  využ ívá  ve  svých  g r a f i kách  
v ý t v a r n í k  M a u r i t s  C o r n e l i s  E s c h e r  ( v í ce  v  kap .  8 ) .  
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7 Výzkum 
 
 
 7.1   Cí l  výzkumu 
  
 V e  s v é m v ý z k u mu  j s e m s e  z a mě ř i l a  p ře d e v š í m n a  t o ,  j e s t l i  a  
d o  j a k é  mí r y  j s o u  s t u d e n t i  s t ředn í  ško ly  s chopn i  a  ocho tn i  p ř i jmou t  
p o z n a t k y  n e e u k l i d o v s k é  g e o me t r i e ,  k o n k r é t ně  g e o me t r i e  s f é r i c k é ,  
a  z d a  d o k á ž o u  ú s pě š ně  t y t o  p o z n a t k y  u p l a t n i t  v  p ř í k l a d e c h  j a k  
t e o r e t i c k ý c h ,  t a k  p r a k t i c k ý c h .  D á l e  j s e m s e  z a mě ř i l a  n a  j e j i c h  
s c h o p n o s t  p o r o v n a t  g e o m e t r i i  e uk l i dovskou  a  s f é r i ckou  a  na  
z á k l a dě  t o h o t o  s r o v n á n í  s a mos t a t ně  v y v o d i t  z á vě r y  o  s f é r i c k é  
g e o me t r i i  a  t v r z e n í  p r o  n i  p l a t n á .   
Z  ča s o v ý c h  důvodů  by lo  možné  p rově ř i t  u  s t ude n tů  p o u z e  
j e d e n  t y p  n e e u k l i d o v s k é  g e o me t r i e .  P ř i r o z e ně  j s e m s e  r o z h o d l a  p r o  
g e o me t r i i  s f é r i c k o u ,  k t e r á  j e  z  v ý š e  p o p s a n ý c h  důvodů  p r o  s t u d e n t y  
mnohe m samoz ře j mě j š í  n e ž  g e o me t r i e  h y p e r b o l i c k á ,  j i ž  j e  mo ž n o  
z a řad i t  po  p rob rán í  s f é r i cké  geome t r i e  j a k o  z a j í ma v o s t ,  a  a by  s i  
s t u d e n t i  p o h l e d  n a  g eo me t r i i  u c e l i l i .   
C í l e m v ý z k u mu  j e  t e d y  d o z vědě t  s e ,  z d a  ma j í  s t u d e n t i  s t ře d n í  
š k o l y  o  t u t o  p r o b l e ma t i k u  z á j e m,  z h o d n o c e n í  j e j i c h  p ř i p r a ve nos t i  
n a  p ř i j e t í  pozna tků  n e e u k l i d o v s k é  g e o me t r i e  a  d á l e  z ma p o v á n í  
n e jča s tě j š í ch  ob t í ž í ,  s e  k t e rými  s e  s t uden t i  po týka l i  p ř i  ře š e n í  
p ř í k l a dů  z  g e o me t r i e  s f é r i c k é ,  a  n a v r ž e n í  a  p r o vě řen í  možný c h  
řešen í  těch to  ob t í ž í .  Výs l edky  výzkumu  mohou  na j í t  využ i t í  
u  uč i t e lů ,  k t e ř í  s e  r o z h o d n o u  s e z n á mi t  s v é  s t u d e n t y  s e  z á k l a d y  
n e e u k l i d o v s k é  g e o me t r i e  a  k t e r ý m m o h o u  b ý t  i n s p i r a c í  j a k  v e  v o l bě  
v h o d n ý c h  p ř í k l a dů ,  t a k  p ř i  r o z h o d o v á n í  o  t o m,  c o  z dů r a z n i t  a  če h o  
s e  vyva rova t ,  aby  s t uden t i  v s t ře b a l i  l á t k u  c o  ne j p ř i r o z eně j i .  
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 7.2   Zdroj  ú loh a  výběr  řeš i te lů   
 
 N a  v ý š e  z mí něných  webových  s t r ánkách  69   n a k l a d a t e l s t v í  
K e y  C u r r i c u l u m P r e s s  j e  n a b í z e na  ke  koup i  j edna  z  Léná r tových  
k n i h  Non-Euc l i dean  Adven tu re s  on  t he  Lénár t  Sphere  
( o b r .  3 5  69  ) .  J sou  zde  k  d i spoz i c i  ukázkové  p ř í k l ady  z  p rvn í ch  
k a p i t o l  k n i h y ,  k t e r é  b y  t e d y  mě l y  s t u d e n t y  z a v é s t  d o  n e e u k l i d o v s k é  
g e o me t r i e ,  a  v š t í p i t  j i m  t a k  j e j í  z á k l a d y .   
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                                                                                   Obr .  35   
 
P ře l o ž e né  a  p r o  po t ře b y  s v é h o  v ý z k u mu  u p r a v e n é  p ř í k l a d y  
( v i z  P ř í l o h a  1  a  P ř í l oha  2 )  j s e m r o z d a l a  s t ude n tům v š e c h  r očn í ků  
s t ře d n í  p růmys l o v é  š k o l y  t e c h n i c k é h o  z a mě ře n í ,  k a ž dý  z  r očn íků  
p ř i t o m n a v š těvova lo  ko l em t ř i c e t i  s t uden tů .  Š k o l a  t o h o t o  t y p u  s e  
mi  p r o  v ý z k u m z dá  v h o d n á  p ře d e vš í m p r o t o ,  ž e  s e  z d e  s t ude n t i  
s e t k á v a j í  s  g e o me t r i í  čas tě j i  n e ž  v e  š ko l á c h  v š e o b e c n é h o  z a mě ře n í ,  
t ř í b í  svou  p ro s to rovou  p ře d s t a v i v o s t  j i ž  o d  p r v n í h o  r očn í k u  p ř i  
h o d i n á c h  t e c h n i c k é h o  k r e s l e n í  a  p o v i n n o u  s o učá s t í  výuky  j e  
d e s k r i p t i v n í  g e o m e t r i e .  N e m y s l í m s i ,  ž e  s f é r i c k á  g e o me t r i e  n e n í  
v h o d n á  p r o  v ý u k u  n a  g y m n á z i í c h ,  n a o p a k ,  a l e  v ý š e  v y j me n o v a n é  
v ý h o d y  t e c h n i c k é  s t ředn í  ško ly  t vo ř í  v h o d n é  z á z e mí  p r o  v ý z k u m,  
k t e r ý  mu s e l  b ý t  b o h u ž e l  časově  o me z e n ý  a  p r o běh l  b e z  p o můc e k ,  
j e ž  t v o ř í  L é n á r t o v u  s a d u  a  k t e r é  s t u d e n tům u s na dňu j í  p r á c i .   
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7.3   Podoba a  typy úloh 
   
 Ú l o h y ,  v e  k t e r ý c h  s e  s t u d e n t i  s e z n a m u j í  s e  z á k l a d y  s f é r i c k é  
g e o me t r i e ,  j s o u  z a mě ře n y  p ře d e v š í m n a  mož n o s t i  p r o t n u t í  p ř í me k  a  
r o v n o běž n o s t  p ř í me k  v  o b o u  t y p e c h  g e o me t r i í ,  č ímž  ko re spondu j í  
s  vývo j em p ře d s t a v  v  h i s t o r i i  n e e u k l i d o v sk ý c h  g e o me t r i í .  S t u d e n t i  
z d e  n e j p r v e  p r o vá dě j í  z n á mé  g e o m e t r i c k é  k o n s t r u k c e  v  r o v i ně  a  
po t é  obdobné  kons t rukce  na  pov rchu  kou l e ,  aby  mo h lo  ná s l edně  
d o j í t  ke  s r o v n á n í  k o n s t r u k c í  v  ob o u  t y p e c h  g e ome t r i í  ( ú l o -
h y  1  a ž  1 0 ) .  J e  z d e  r o v něž  a p e l o v á n o  n a  s t u d e n t o v u  p ře d s t a v i v os t  a  
p ředv ídavos t ,  když  má  dop ře d u  o d h a d o v a t  řeš e n í  v  ( p r o  ně j  z a t í m 
n e z n á mé )  s f é r i c k é  g e o me t r i i .  
 V  d a l š í  čá s t i  ( ú l o h y  1 1 ,  1 2 ,  1 3  a  1 5 )  j s o u  ú k o l y  z a mě ře n y  
č i s tě  n a  ob l a s t  geome t r i e  s f é r i c k é .  D o c h á z í  v  n i c h  p ře d e v š í m k e  
spec i f i kac i  o t ázky  rovnoběž n o s t i  v e  s f é r i c k é  g e o me t r i i  a  důvodu  
od l i šnos t i  od  geome t r i e  euk l i dovské .  V  závě r u  ( ú l o h a  1 4 )  s e  p a k  
s t u d e n t i  s n a ž í  o  z o b e c něn í ,  vy tvá ře j í  p o s t u l á t  o  r o v n o běžnos t i  
p l a t n ý  p r o  s f é r i c k o u  g e o me t r i i  ( o pě t  na  z á k l a dě  p o r o v n á n í  
s  p o s t u l á t e m p l a t n ý m  v  e u k l i d o v s k é  r o v i ně ) .  
 Ře š i t e l é  r o v něž  vy j a d řu j í  svou  názo r ,  když  odpov ída j í  na  
o t á z k y ,  k t e r é  j e  v y z ý v a j í  k  h o d n o c e n í  o b o u  g e o me t r i í ,  a  f o r mu l u j í  
dův o d y ,  p r oč  j e  t a  k t e r á  geo me t r i e  z a j í ma vě j š í  ( ú l o h y  9  a  1 0 ) .  
 
L é n á r t  uvá d í  t y t o  p a r a me t r y  p ro  vyp racován í  c e l é  s ady  p ř í -
k l a dů :  
T y p  š k o l y :   S t ředn í  ško l a  
P ře d p o k l a d y :  S t u d e n t i  z n a j í  t e r mí n y  p ř í m k a  a  h l a v n í  k r u ž -
n i ce .  
Ča s  v ý u k y :  2 5  –  4 0  mi n u t  
 
 Osobně  s e  d o mn í v á m,  ž e  v ý u k a  v e  t ř í dě ,  a l e spoň  v  českém 
p r o s t ře d í ,  v y ž a d u j e  p ře c e  j e n o m v í c e  ča s u .  T é ma t u  ú v o d u  d o  
s f é r i c k é  g e o me t r i e  p r e z e n t o v a n é h o  p o d o b n o u  f o r mo u  d o p o r uču j i  
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věn o v a t  a l e s p oň  dvě  vyučo v a c í  h od i n y ,  a by  ž á c i  mě l i  mo ž n o s t  
p ron iknou t  do  t é t o  p rob l ema t iky  h loubě j i .   
 
 
 7.4   Průběh výzkumu 
 
V ý z k u m p r o b í h a l  v e  d v o u  f á z í c h .  D á l e  s t r učně  p o p í š u  p růběh  
k a ž d é  z  n i c h :  
 
 
7.4 .1  Průběh první  fáze  výzkumu 
 
V  p r v n í  f á z i  j s e m  s e  z a mě ř i l a  n a  t o ,  j a k  s t u d e n t i  p ř i j mo u  
z á k o n i t os t i  s f é r i c ké  g e o me t r i e  a  j a ký m z pů s o b e m  b u d o u  s  t o  j e  
u p l a t n i t  v  k o n k r é t n í c h  p ř í k l adech ,  an i ž  budou  p ře d e m  z a s věc e n i  d o  
z á k l a dů  n eeuk l i dovské  geome t r i e .  J ak  j i ž  by lo  řeče n o ,  s á m L é n á r t  
p o k l á d á  u  ž á ků  z a  p ředpok lad  ú spě š n é h o  řešen í  pouze  zna lo s t  
p o j mu  h l a v n í  k r u ž n i c e  a  p ř í mk a  a  v z h l e d e m k  o b e z n á me n o s t i  
s t u d e n tů  s  t v a r e m k o u l e  j s e m  a n i  j á  n e p o v a ž o v a l a  p ře d c h o z í  h l u b š í  
v h l e d  d o  p r o b l e m a t i k y  z a  b e z p o d mí n ečně  n u t n ý .  S t u d e n t i  mě l i  
t en to  vh l ed  pos tupně  z í s ká v a t  v  p růběhu  ře še n í  p ř í k l a dů  a  j e j i ch  
ú k o l e m b y l o  s a mo s t a t n é  „ o b j e v e n í “  g e o me t r i e  s f é r i c k é  a  v y v o z e n í  
p r av ide l ,  k t e r á  p ro  n i  p l a t í .  P ř í k l ady  v  p rvn í  f á z i  ře š i l i  j a k o  
t ý d e n n í  d o má c í  ú k o l  s t u d e n t i  2 .  a  3 .  r očn í k u .  A b y  b y l y  s p l něny  
p ře d p o k l a d y ,  u v e d l a  j s e m  do  p r acovn ího  l i s t u  něko l i k  de f i n i c  
h l a v n í  k r u ž n i c e  a  p ř i p o j i l a  o b r á z k y  j a k o  p ř í k l a d .  P r a c o v n í  l i s t  
v  podobě ,  v  j a k é  j i m b y l  r o z d á n ,  o z n aču j i  j ako  „Verze  1“  a  
p ř i k l ádám ho  v  P ř í l o z e  1 ;  p r á c e  s t u d e n tů  z  p r v n í  f á z e  a  j e j í  
v ý s l e d k y  b u d o u  p o d r o b ně  r ozeb rány  v  podkap i t o l e  7 . 6 .  
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7.4 .2  Průběh druhé fáze  výzkumu 
 
Na  zák l adě  n e jča s tě j š í ch  chyb ,  k t e rých  s e  s t uden t i  dopus t i l i  
p ř i  p r á c i  n a  V e r z i  1 ,  j s e m v y p racova l a  nový ,  op ravený  p r acovn í  
l i s t ,  k t e rý  zde  označu j i  j a k o  „ Ve r z e  2“ ,  v  němž  s e  pomoc í  
u s n a d něného  č i  zp ře s něn é ho  z a d á n í  s n a ž í m těmt o  c h y b á m p ře d e j í t  a  
e l i mi n o v a t  n e j a s n o s t i ,  k t e r é  s t u d e n t i  p o c iťo v a l i  v  z a d á n í  V e r z e  1 .  
O p r a v e n ý  p r a c o v n í  l i s t  p ř i k l ádám j ako  P ř í l ohu  2 .   
D á l e  j s em n a  z á k l a dě  ob t í ž í ,  s e  k t e rými  s e  s t uden t i  po týka l i ,  
a  n e jča s tě j š í c h  o t á z e k ,  j e ž  p o k l á d a l i ,  v y p r a c o v a l a  j e d n u  z  mož n ý c h  
p o d o b  ú v o d n í  h o d i n y ,  j e j í mž  p r o s t ředn i c tv ím  l ze  s t uden ty  do  
n e e u k l i d ovs k é  g e o me t r i e  z a s vě t i t  a  vzbud i t  v  n i ch  o  t u to  
p r o b l e ma t i k u  z á j e m.  T a t o  h o d i n a  b u d e  p o d r o b ně j i  r o z e b r á n a  
v  p o d k a p i t o l e  7 . 7 . 1  a  p ř í p r avu  na  n i  p ř i k l á d á m v  P ř í l o ze  3 .   
 
N o v á  v e r z e  p ř í k l adů  a  ú v o d n í  h o d i n a  s e  s t a l y  p o d k l a d e m  p r o  
d r u h o u  f á z i  v ý z k u mu ,  j e ž  p r o b í h a l a  v e  t ře c h  p r v n í c h  r očn íc í ch  a  
j e d n o m r očn íku  č t v r t é m ( b o h u ž e l  j s e m n e mě l a  m o ž n o s t  opě t  
p r a c o v a t  s  ře š i t e l i  V e r z e  1 )  a  v e  k t e r é  j s e m s l e d o v a l a ,  j e s t l i  a  j a k  
s e  z měn í  řešen í  s t uden tů  a  j e j i c h  p ř í s t up  k  neeuk l i dovské  
g e o me t r i i ,  k d y ž  s  n í  b u d o u  d ř í v e  b l í ž e  s e z n á me n i  n e b o  b u d o u  mí t  
k  d i s p o z i c i  z p ře s něný  p r acovn í  l i s t ,  k t e rý  s e  snaž í  podpo ř i t  s p rá vné  
ře š e n í .  Výz k u m mě l  t e d y  něk o l i k  čás t í :   
1 )  V  j e d n o m  z  p r v n í c h  r očn í ků  ( 1 . G )  j s e m z n o v u  p o u ž i l a  
V e r z i  1 ,  a l e  n e ž  s t u d e n t i  z ača l i  ú lohy  řeš i t ,  z a řa d i l a  
j s e m ú v o d n í  h o d i n u  a  s l e d o v a l a ,  j a k  t í m b u d o u  s t u d e n t -
s k á  ře š e n í  o v l i v něn a .   
2 )  V  j i n é m p r v n í m r očn í k u  ( 1 . A )  j s e m p o u ž i l a  j i ž  V e r z i  2 ,  
a l e  b e z  p ře d c h o z í  ú v o d n í  h o d i n y  a  z a j í ma l y  m n e  p ře d e -
v š í m o d l i š n o s t i  o d  ře š e n í  s t u d e n tů  z  p r v n í  f á z e  v ý z k u -
mu .   
3 )  V  p o s l e d n í m z  p r v n í c h  r očn í ků  ( 1 . D )  j s e m  z a řad i l a  
ú v o d n í  h o d i n u  a  n á s l e d ně  ře š e n í  p ř í k l a dů  V e r z e  2  a  p o -
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z o r o v a l a  j s e m,  z d a  b u d e  s p l něn  l o g i c k ý  p ředpok lad  ne j -
v y š š í  ú s pě š n o s t i  těc h t o  ře š i t e lů  ( z e  v šech  t ř í  p rvn í ch  
r očn í ků ) .   
4 )  A  konečně ,  s t uden tům č t v r t é h o  r očn í k u  j s e m b e z  p ře d -
c h o z í  p ř í p r a v y  r o z d a l a  n e j p r v e  V e r z i  1  a  p o t é ,  c o  j i  v y -
ře š i l i  a  ode v z d a l i ,  r o z d a l a  j s e m p ř í k l a d y  z n o v u ,  t e n t o -
k r á t  v šak  ve  Ve rz i  2 ,  a  z amě ř i l a  j s em se  na  t o ,  zda  s t u -
d e n t i  b u d o u  s c h o p n i  p o u z e  n a  z á k l a dě  z měněn é h o  z a d á -
n í  o p r a v i t  s v é  c h y b y  a  d o j í t  k e  s p r á v n ý m z á vě rům.   
Z  ča s o v ý c h  důvodů  v y p r a c o v á v a l i  s t u d e n t i  v e  vě t š i ně  p ř í p a dů  
z a d a n é  ú k o l y  f o r m o u  t ý d e n n í  d o má c í  p r á c e ,  j e l i k o ž  p o v a ž u j i  z a  
dů l e ž i t é  věn o v a t  d o s t a t e k  p r o s t o r u  z e j mé n a  ú v o d n í  h o d i ně  
o  n e e u k l i d o v s k é  g e o me t r i i ,  p o k u d  s e  j í  v y uču j í c í  r o z h o d n e  z a řa d i t .   
 
 
 
P r o  vě t š í  p řeh l ednos t  sh rnu j i  p růběh  c e l é h o  v ý z k u m u  
v  t abu l ce  2 .  
 
Fá ze  
vý zk umu 
Forma  a  typ  zadá n í  F o r m a  
vypracován í  
Ročn í k  /  
tř í d a  
1 )  1 .  f á z e  
 
 Ve rze  1   DÚ 2 .  a  3 .  
r očn ík  
 
 
2 )  2 .  f á z e  
1 )    úvodn í  hod ina   
  +  Ve rze  1  
 
DÚ 1 .  G  
2 )    úvodn í  hod ina   
  +  Ve rze  2  
 
DÚ 1 .  D  
3 )    Verze  2   
 
š ko ln í  p r áce  1 .  A  
4 )    Verze  1   
      +  Ve rze  2  
 
D Ú  4 .  r očn ík  
                Tab .  2  
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7.5   Faktory  ovl ivňujíc í  řešení  ú loh 
 
 J e š tě  p ře d  s a mo t n o u  a n a l ý z o u  řeš e n í  j e dn o t l i v ýc h  ú l o h  
s t uden ty  znovu  p ř i p o mí n á m a  u p ře sňu j i  něk te r é  f ak to ry ,  k t e r é  
moh ly  ře š e n í  v  o b o u  f á z í c h  v ý z k u mu  o v l i v n i t  a  j e ž  j e  t ře b a  v z í t  n a  
věd o mí  p ř i  k o n s t a t o v á n í  z á vě rů  z  ana lýzy  vyp lýva j í c í ch .  
1 )  S t u d e n t i  v  p r v n í  f á z i  v ý z k u mu  v y p r a c o v á v a l i  p ř í k l a dy  
zce l a  s amos t a tně ,  ne mě l i  t e d y  mož n o s t  p ř í mý c h  o t á z e k  t ý k a -
j í c í c h  s e  z a d á n í ,  n e mo h l i  s i  o vě ř i t ,  z d a  z a d á n í  p o c h o p i l i  
s p r á v ně  apod .  (P ře s tože  j s em se  fo r mou  zadán í  ú loh  snaž i l a  
e l i mi n o v a t  p o t řebu  dop lňu j í c í ch  o t ázek ,  k  ne j a snos t em dochá -
z e l o ,  i  k d y ž  j i c h  n e b y l o  mn o h o . )  
 Sa mos t a tně  v y p r a c o v á v a l i  ú l o h y  i  s t u d e n t i  v e  d r u h é  f á z i  
v ý z k u mu ,  v š i c h n i  v š a k  b y l i  v  p růběh u  z a d á v á n í  u p o z o r něn i  n a  
t o ,  ž e  s i  ma j í  ú l o h y  p řeč í s t  a  z e p t a t  s e  n a  n e j a s n o s t i ,  a  t u t o  
m o ž n o s t  mě l i  po  c e l ý  t ý d e n ,  k dy  me z i  n á mi  d o c h á z e l o  
k  p ř í mé mu  k o n t a k t u .  S t u d e n t i  1 . A ,  k t e ř í  ře š i l i  ú l o h y  p ř ímo  ve  
š k o l e ,  n a v í c  mě l i  m o ž n o s t  p t á t  s e  p ř í mo  v  p růběh u  p r á c e .  
2 )  Úlohy  by ly  s t uden tům  z a d á n y  n á h l e ,  j a k o  n a d s t a n d a r d n í  
uč i vo  a  v  p ř í p a dě  2 . ,  3 . ,  4 .  r očn íku  a  t ř í dy  1 .A  bez  p ře d c h o -
z í h o  ú v o d u  d o  p r o b l e ma t i k y .  N a  něk t e r ý c h  ře š e n í c h  s e  t a k  
p r o j e v i l  v l i v  p r á vě  p r o b í r a n é h o  t é m a t u ,  n a p ř í k l a d  a n a l y t i c k é  
g e o me t r i e  v e  3 .  r očn í k u .   
3 )  P o d s t a t n ý  v l i v  n a  v š e c h n a  ře š e n í  mě l  f ak t ,  ž e  s t uden t i  
n e mě l i  k  d i s p o z i c i  L é n á r t o v u  s a d u  p r o  v ý u k u  s f é r i c k é  g e o me -
t r i e ,  a n i  n i c  j i n é h o ,  c o  b y  j i  n ah rad i l o ,  p ro to  muse l i  ve ške ré  
k o n s t r u kčn í  ú lohy  u rčené  p ro  pov rch  kou l e  ře š i t  fo r mo u  
náč r t ku  v  rov ině  euk l i dovské .   
 N a  r o z d í l  o d  s t ude n tů ,  k t e ř í  s e  z úča s t n i l i  p r v n í  f á ze  
v ý z k u mu ,  mě l i  s t u d e n t i  p r v n í c h  r očn í ků  v e  d ruhé  f áz i  
k  d i s p o z i c i  míčk y ,  n a  něž  m o h l i  s vá  ře š e n í  z a k r e s l o va t  p ře d  
nač r t n u t í m  d o  p r a c o v n í c h  l i s tů  n ebo  v  p růběhu  úvodn í  hod i -
n y .  S t u d e n tům č t v r t ého  ročn í k u  b y l  t e n t o  z pů sob  už íván í  
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ku l a tých  p ře d mě tů  p ř i  ře še n í  a l e s poň  d o p o r uče n .  B y l o  t a k  
m o ž n é  s t u d o v a t ,  j e s t l i  s e  v  z á v i s l o s t i  n a  u ž í v á n í  mo d e l u  z v ý š í  
p r a v děpodobnos t  ú spě š n é h o  ře š e n í .  
4 )  N a  mn o h a  v y ře š e n ý c h  ú l o h á c h  j e  p a t r n é ,  ž e  d o c h á z e l o  
k  o p i s o v á n í ,  ačko l i  s t uden t i  vědě l i ,  ž e  uč i v o  j e  j i m p ře d k l á -
d á n o  s p í š e  j a k o  z a j í ma v o s t  a  z a  ú l o h y  v y ře š e né  n e s p r á vně  č i  
vůb e c  j e  n eče k á  ž á d n ý  p o s t i h  v  p o d o bě  š p a t n é  z n á mk y .  M o h l o  
t a k  d o j í t  k  t o mu ,  ž e  s n á z e  o v l i v n i t e l n ý  s t u d e n t  r a dě j i  o p s a l  
vě t š i nové  ne sp rávné  řešen í ,  než  aby  uved l  své  sp r ávné  nebo  
j i n é ;  p ře d p o k l á d á m  v š a k ,  ž e  s e  s t u d e n t i  u c h ý l i l i  k  o p i s o v á n í  
těc h  ú l o h ,  s  j e j i c h ž  ře š e n í m  s i  n e vědě l i  r a d y .  
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7.6   První  fáze  výzkumu 
  
A n a l ý z a  s t u d e n t s k ý c h  ře še n í ,  k t e r á  n á s l e d u je ,  s i  ne k l a d e  z a  
c í l  poda t  p řesnou  s t a t i s t i ku  o  poč t u  ú s pě š n ý c h  a  n e ú s pě š n ýc h  
ře š e n í ,  ne b oť  t o  a u t o r k a  t é t o  p r á c e  n e p o v a ž u j e  z a  p o d s t a t n é ,  a l e  
s p í š e  u p o z o r n i t  n a  c h y b y ,  k t e r é  s e  mo h o u  u  s t u d e n tů  p ř i  ře š e n í  ú lo h  
z  n e e u k l i d o v s k é  g e o me t r i e  v y s k y t n o u t ,  a  p o moc í  r o z b o r u  těc h t o  
c h y b  p o d a t  n á mě t y  na  vy l epšen í  p ře d l o ž e n é ho  z a d á n í  a  n a  z pů s o b  
z a s věcen í  s t uden tů  d o  z á k l a dů  n e e u k l i d o v s k é  g e o me t r i e .  
V  ře š e n í  s t u d e n tů ,  k t e r á  uvád ím j ako  p ř í k l a dy ,  o p r a v u j i  g r a -
ma t i c k é  c h y b y ,  n i k o l i  v š a k  c h y b y  s t y l i s t i c k é .  
 
 
7.6 .1   Analýza  jednot l ivých úloh a  řešení  první  
fáze  výzkumu 
 
Typ  zadán í :  Ve r ze  1  
Ře š i t e l é :  S t u d e n t i  2 .  a  3 .  r očn íku  
F o r ma  v y p r a c o v á n í :  D Ú  
Čas  na  vyp racován í :  Týden  
Po můc k y :  S t u d e n t i  n e ma j í  k  d i s p o z i c i  ž á d n é  s p e c i á l n í  p o můc k y  
 
I .  Zad á n í :  
 
K o n s t r ukc e  v  r o v i ně  
Krok  1  Narýsu j t e  p ř í mk u .  P o j me n u j t e  j i  l .  
Krok  2   Na rýsu j t e  j i nou  p ř í m k u ,  k t e r á  n e má  ž á d n ý  s p o l ečn ý  b o d  
s  p ř í mk o u  l .  P o j m e n u j t e  j i  a .  
Krok  3  Narýsu j t e  p ř í mk u ,  k t e r á  m á  p r á vě  j eden  spo l ečn ý  b o d  
s  p ř í mk o u  l .  P o j m e n u j t e  j i  b .  
Krok  4  Narýsu j t e  p ř í mk u ,  k t e r á  m á  p r á vě  dva  spo l ečn é  b o d y  
s  p ř í mk o u  l .  P o j m e n u j t e  j i  c .   
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Krok  5  Narýsu j t e  p ř í mk u ,  k t e r á  má  v í c e  n e ž  d v a  s p o l ečn é  b o d y  
s  p ř í mk o u  l .  P o j m e n u j t e  j i  d .  
 
V y š e t ře t e  
1 .     K t e r é  t y t o  k o n s t r u k c e  j s o u  m o ž n é  v  r o v i ně?  
2 .     K t e r é  z  va š i c h  p ř ímek  j sou  rovnoběžné?  P r oč?  
3 .     P o p i š t e  v š e c h n y  m o ž n é  z pů s o b y ,  j a k  s e  m o h o u  d vě  různé   
p ř í mk y  p r o t í n a t  v  r o v i ně .  
4 .     Odhadně t e :   
B u d o u  v a š e  z á vě r y  s t e j n é  p r o  h l a v n í  k r u ž n i c e  n a  k u l o v é  p l o -
š e?  
 
P ředpok ládané  ře še n í :  
 
Krok  4  s a moz ře j mě  zkons t ruova t  ne l ze .  J ed iná  možnos t  kon -
s t rukce  kroku  5  j e  n a r ý s o v a t  d vě  s h o d n é  p ř í mk y  s  n e k o n ečný m 
poč t e m s p o l ečných  bodů .  
Dvě  růz n é  p ř í mk y  j s o u  b uď  n a v z á j e m  r o v n o běž n é ,  b e z  s p o -
l ečných  bodů ,  n e b o  s e  p r o t í n a j í  s  p r á vě  j e dn í m s p o l ečn ý m b o d e m  
( p rů s eč í ke m) .  
 
Ře š e n í  s t u d e n tů :  
  
S  k o n s t r u k c e mi  v  r o v i ně  s t uden t i  nemě l i  p ř í l i š  mn o h o  p r o -
b l é mů  a  v  p řevážné  vě t š i ně  vy ře š i l i  na p r os t o  s p ráv ně  v š e c h n y  
k r o k y  a  ú lohy  1  a  2 .   Ne jča s tě j š í  c h yba  s e  v  t o mt o  ú s e k u  
v y s k y t o v a l a  v  k r ok u  5 ,  k d y ž  t u t o  k o n s t r u k c i  ře š i t e l é  považova l i  z a  
n e mož n o u .  Něk t e ř í  s t uden t i  nepovažova l i  shodné  p ř í mk y  z a  
r o v n o běžné ,  j i n í ,  k t e ř í  b y l i  v  me n š i ně ,  z a h r n u l i  d o  r o v n o běž n ý c h  
p o u z e  p ř ímky  shodné .  Z  ře š e n í  v y p l ý v á ,  ž e  n e j o b t í ž ně j š í  by l a  p ro  
s t u d e n t y  ú l o h a  3 ,  c o ž  z ře j mě  z pů s o b i l o  n e j e d n o z n ačn é  z a d á n í ,  a  t a k  
ča s t o  d o c h á z e l o  k  n e p o c h o p e n í  ú l o h y .  U v á d í m něk t e r é  z  o d p o věd í ,  
k t e r é  s e  vě t š i n o u  v e l mi  l i š i l y :  
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-   Z a  s e b o u  /  p řed  s ebou .  
-  J s o u  n a  s e b e  k o l m é  /  j s o u  t o  ú h l o p ř íčky  tě l e s  (č t v e r e c ,   
o b d é l n í k )  /  m a j í  s p o l ečn ý  j e d e n  n e b o  v í c e  b o dů  /  j s o u  t o  
rů z n o bě žk y .  
-  M o h o u  n a  s o bě  l e ž e t ,  j a k ák o l i  rů z no bě ž n o s t  z a r uču j e ,  ž e  s e  
p r o t í n a j í .  
-  Z pů s o bů  j e  n e k o n ečně  m n o h o ,  l i š í  s e  j e n  v  ú h l u ,  v  j a k é m  s e  
p r o t í n a j í .    
 
 V  ú l o z e  4  t é mě ř  v š i c h n i  s t u d e n t i  s p r á vě  p ředpok láda l i ,  ž e  
j e j i c h  z á vě r y  n a  k u l o v é  p l o š e  s t e j n é  n e b u d o u .  P o k u d  s e  něk te rý  
s t u d e n t  p o k u s i l  o  z důvodněn í  s v é h o  z á vě r u ,  doc h á z e l o  v š a k  čas to  
k  my l n ý m  d o mněn k á m:  
 -  1 )  H l a v n í  k r u ž n i c e  n a  k u l o v é  p l o š e  j e  m o ž n á  b ý t  v  r o v i ně .  
 2 )  H l a v n í  k r u ž n i c e ,  p o k u d  b u d o u  j a k o  p o l e d n í k  a  o b r a t n í k y  
Země ,  j s o u  n e b o  m o h o u  b ý t  r o v n o bě žné .     
 
 V y s k y t l o  s e  v š a k  i  z důvodněn í  s  v e l mi  s p r á v n ý mi  p ře d p o k l a -
d y  ( vě ř í m ,  ž e  s t u d e n t  d o d r ž o v a l  p o s l o u p n o s t  p ř í k l a dů ) :  
-  Urč i tě  n e  v  k r o k u  4 ,  k d y  s e  d á  u dě l a t  p ř í m ka  s  d věma body  
p ro t í na j í c í  j i nou   X   nedá  s e  udě l a t  k r o k  3  a  2 .   
Ž e  mě l  s t uden t  i  p ře s  n e s k l a d n o u  f o r m u l a c i  n a  mys l i  s p r á v n é  
ře š e n í ,  j e  p a t r n é  z  o b r .  3 6 :   
  
 
 
         
 
 
 
   
    Obr .  36   
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Závě r :  
  
S t u d e n t i  p r o k á z a l i  d o b r é  z n a l o s t i  e u k l i d o v s k é  g e o me t r i e  
r ov iny  po t řebné  j ako  v s tupn í  p ro  zák l a dy  s f é r i cké  geome t r i e .  
 Aby  nap ř í š tě  n e doc h á z e l o  k  n e j a s no s t e m,  b y l o  t ře ba  b l í ž e  
s p e c i f i k o v a t  p o ž a d a v k y  n a  ře š e n í  v  ú lo z e  3  ( P ř í l oha  2 ) .  
 
I I .  Zadá n í :  
 
K o n s t r ukc e  n a  k u l o v é  p l o š e  (na  kou l i )  
5 .    S t e j n é  k r o k y ,  k t e r é  j s t e  p r o v e d l i  v  r o v i ně ,  p roveď t e  n a  k u l o v é  
p l o š e  ( n a  k o u l i ) ,  j e n  n a h r aď t e  p ř í m k y  h l a v n í mi  k r u ž n i c e mi  
( p o u z e  n ač r t ně t e  ob r á z e k) .  S l e d u j t e ,  k t e r é  k o ns t r u k c e  j s o u  n a  
k u l o v é  p l o š e  mož n é .  
 
V y š e t ře t e  
6 .    Pop i š t e  v šechny  způ s o b y ,  j a k  s e  mo h o u  d vě  h l a v n í  k r u ž n i c e  
p ro t í na t  na  ku lové  p lo še .  
7 .     M o h o u  b ý t  d vě  h l a v n í  k r u ž n i c e  někdy  rovnoběžné?  
 
P ředpok ládané  ře še n í :  
 
 N a  k u l o v é  p l o š e  j e  mož n ý  j e n  k r ok  4  a  k r o k  5 ,  j ed iným 
ře š e n í m k r o k u  5  j e  p ř i t o m n a j í t  s h o d n é  h l a v n í  k r u ž n i c e ,  s t e j ně  j ako  
t o mu  b y l o  s  p ř í mk a mi .  D vě  různé  h l avn í  k ružn i ce  s e  vždy  p ro t í na j í  
v e  d v o u  b o d e c h ,  a  n e mo h o u  t e d y  b ý t  n i k d y  r o v n o běž n é .  
 S tuden ty  můž e  p řekvap i t  z j i š těn í ,  ž e  r ovnoběžné  h l avn í  
k r u ž n i c e  ( b e z  s p o l ečného  bodu )  neex i s t u j í .  
 
Ře š e n í  s t u d e n tů :  
 
 V  ú l o z e  5  s e  z h r u b a  v y r o v n a l  p oče t  ú spě š n ý c h  a  n e ú s pě š n ý c h  
ře š e n í .  T i ,  k t e ř í  t u to  ú lohu  vy ře š i l i  s p r á v ně ,  p ak  v  d r t i vé  vě t š i ně  
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s p r á v ně  odpovědě l i  i  v  ú l ohá c h  6  a  7 .  Ře š e n í  ú s pě šných  řeš i t e lů  
i l u s t r u j í  o b r .  3 7  a  38 .   
 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
       
     Obr .  37  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
     Obr .  38  
 
V  d r u h é  p o l o v i ně  p ř í p a dů  ča s t o  doc h á z e l o  k  z á měně  h l a vn í  
k r u ž n i c e  z a  j a k o u k o l i  k r u ž n i c i  na  pov rchu  kou l e ,  což  p ř i r ozeně  
n e g a t i v ně  o v l i v n i l o  i  ře š e n í  z b y l ý c h  p ř í k l adů ,  k d y  s e  s t u d e n t i  
d o mní v a l i ,  ž e  s e  k r u ž n i c e  p r o t n o u t  n e mus í ,  m o h o u  b ý t  r o v n o běžné  
a t d .  
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 Něk t e ř í  s t uden t i  zvo l i l i  dob rou  ce s tu ,  p ře s t o ž e  n e b y l y  
vyče r p á ny  v š e c h ny  mož n o s t i :   
-  Z v o l í m e  s i  2  b o d y  A  a  B ,  těm i t o  b o d y  b u d o u  p r o c h á z e t  
v š echny  h l .  k ru žn i ce       
. . .  Do ře š e n í  v š a k  z a p oč í t a l i  i  j i n é  než  h l avn í  k ružn i ce  ( o b r .  3 9 ) .  
 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
     Obr .  39  
 
 V y s k y t l  s e  i  n áč r t e k ,  v e  k t e r é m s e  s t u d e n t  p o k u s i l  j a k ý ms i  
z pů s o b e m  t r a n s f o r mo v a t  k o n s t r u k c i  d o  r o v i n y ,  z  če h o ž  p a k  
v y p l y n u l o  n e s p r á v n é  ře š e n í  ( o b r .  4 0 ) .  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
               Obr .  40  
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Závě r :  
  
S t u d e n tům s e  z ře jmě  z d á  d i v n é ,  ž e  b y  n a  k o u l i  n e e x i s t o v a l y  
dvě  růz n é  r o v n o běž n é  h l a v n í  k r u ž n i c e .  V  dů s l edku  t oho  kons t ruu j í  
k r u ž n i c e ,  k t e r é  n e j s o u  h l a v n í mi .  D a l š í m  důvodem můž e  b ý t  
nepochopen í  po jmu  „h l avn í  k ružn i ce“ .  P ře d p ok l á d a l a  j s e m,  ž e  t e n t o  
p r o b l é m n a s t a n e ,  p r o t o  j s e m  d o  p r a c o v n í h o  l i s t u  u v e d l a  něko l ik  
d e f i n i c ,  k t e r é  mě l y  s t u d e n tům d o p o moc i  k  p ředs t avě  o  h l avn í  
k ružn i c i ,  dop rovozených  p ř í k l adem (p ř i r o v n á n í  k  p o l e d n í kům a  
r o v n í k u  n a  z e měk o u l i )  a  o b r á z k e m.  P řes to  v šak  docháze lo  
k  d o t a zům ,  k t e r ý mi  s e  s t u d e n t i  u t v r z o v a l i  o  s p r á v n o s t i  s v é  
p ředs t avy  o  h l a vn í  k ružn i c i .  
 D a l š í m j e v e m,  k t e r ý  můž e  s t u d e n tům ve  s p r ávném řešen í  
b r án i t ,  j e  pak  nedos t a t ek  p ro s to rové  p ředs t av ivos t i ,  j enž  vede  
k  t omu ,  ž e  s t uden t  nač r t ne  o b r á z e k  n e s p r á v ně  n e b o  vůb e c .  Těmt o  i  
v ý š e  z mí něn ý m o b t í ž í m s e  d á  če l i t  t ak ,  ž e  s t uden tům posky tneme  
možnos t  už íva t  vhodné  pomůc k y .  L z e  p ředpok l áda t ,  ž e  s e  čás t  
c h y b n ý c h  ře š e n í  vy mýt í  p ř i  z a k r e s l ová n í  ře š e n í  p ř í mo  n a  p o v r c h  
p ře d mě t u  t v a r u  k o u l e ,  mn o h e m v í c e  p a k  p ř i  využ íván í  Léná r tova  
s f é r i ckého  p r av í t ka  p ro  rý sován í  h l a v n í c h  k r u ž n i c .  B e z  těc h t o  
p o můc e k  s n a d  s t u de n tům a l e s p oň  t r ochu  pomůž e ,  k d y ž  j i m k r o mě  
n á z o r n é h o  o b r á z k u  n a b í d n e me  n a p ř í k l a d  p ředk re s l enou  kou l i ,  n a  
k t e r o u  p a k  b u d o u  z n á z o rňo va t  s v á  ře še n í  ( P ř í l o h a  2 ) .  
 V  ú l o z e  7  t ak ,  j ak  by l a  zadána  i  v  o r i g iná l e ,  j e  nu tné  uzna t  z a  
sp r ávné  obě  v a r i an ty  odpověd i  ( t edy  ano  i  ne ) ,  j e l i kož  nen í  j a sné ,  
z d a  s t u de n t i  n e ma j í  n a  mys l i  d vě  k r u ž n i c e  t o t o ž n é .  Z  o d p o věd í ,  
p o k u d  j e  ře š i t e l é  n e r o z v e d o u ,  t a k  n e n í  p a t r n é ,  z d a  s t u d e n t  p r o b l é m  
r o v n o běž n o s t i  v e  s f é r i c k é  g e o me t r i i  p o c h op i l .  N a  t o  můž e me  
u s u z o v a t  p o u z e  z  ře š e n í  p ře d c h o z í c h  ú l o h .  J e  t e d y  d o b r é  v  ú l o z e  7  
s p e c i f i k o v a t ,  ž e  má me  n a  m y s l i  d vě  růz n é  h l a v n í  k r u ž n i c e .  
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I I I .  Zad á n í :  
 
Srovne j t e  rov inu  a  ku lovou  p lochu   
8 .    U rče t e ,  ko l i k  p o s t ře hů  můž e t e  uč i n i t  o  p rů s eč í ku  dvou  p ř í me k  
v  r o v i ně  a  p rů s eč í ku  dvou  h l avn í ch  k ruž n i c  na  ku lové  p lo še  
( k d y  j d e  o  0 ,  1 ,  2 ,  v í c e  p rů s eč í ků ,  …) .  Zaznamene j t e  j e  do  
s rovnávac í  t abu lky .  P ř i d e j t e  t o l i k  řádek ,  ko l i k  po t řebu j e t e .  
 
P ředpok ládané  ře še n í :  
 
P r o t n u t í  d v o u  p ř í m e k  
  
V  r o v i n ě   
 
N a  k u l o v é  p l o š e  
D v ě  rů z n é  p ř í m k y  b e z  p r ů s e č í k u  
s e  n a z ý v a j í  r o v n o b ě ž k y .  
D v ě  rů z n é  h l a v n í  k r u ž n i c e  n e m o h o u  b ý t  
n i k d y  v z á j e m n ě  r o v n o b ě ž n é .  
D v ě  rů z n é  p ř í m k y  s  p r á v ě  j e d n í m  
s p o l e čn ý m  b o d e m  s e  n a z ý v a j í  
r ů z n o b ě ž k y .  
D v ě  r ů z n é  h l a v n í  k r u ž n i c e  n e m o h o u  m í t  
p r á v ě  j e d e n  s p o l e čn ý  b o d .  
D v ě  rů z n é  p ř í m k y  n e m o h o u  m í t  
v í c  n e ž  j e d e n  p rů s e č í k .  
D v ě  rů z n é  h l a v n í  k r u ž n i c e  m a j í  v ž d y  
p r á v ě  d v a  p rů s e č í k y .  
 
 
Ře š e n í  s t u d e n tů :  
  
 S tuden t i  mě l i  p o t í ž e  s  u c h o p e n í m  t é t o  ú l o h y .  Z  ře š e n í  j e  
v i dě t ,  ž e  s i  n e b y l i  j i s t i ,  c o  p ře s ně  ma j í  d o  t a bu l k y  z a z na me n a t .  J e n  
n í z k ý  p oče t  ře š e n í  t o h o t o  p ř í k l a d u  s e  d a l  p o k l á d a t  z a  z c e l a  
s p r á v n ý ,  vě t š i na  ře šen í  by l a  neúp lná ,  ča s t o  p a k  ře š i t e l é  t a b u l k u  
ú p l ně  v yn e c h a l i .  Něk t e ř í  s t u d e n t i  s e  v r á t i l i  k e  k r o kům 1 -5  a  ře š e n í  
z a l o ž i l i  n a  p o r o v n á n í  m o žn o s t í  k o n s t r u k c e .  N a p r o s t á  vě t š i n a  
s t u d e n tů  n evyuž i l a  možnos t i  p ř i d a t  k  t a b u l ce  da l š í  řádky .  
 P ř í k l a d  s p r á v n é h o  ře š e n í  na j d e me  n a  o b r .  4 1 ,  neúp lné  řešen í  
i l u s t r u j e  o b r .  4 2  a  n e s p r á v n é  ře š e n í  ob r .  43 .  
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               Ob r .  41  
  
 
 
 
 
     Obr .  42  
 
  
  
 
 
 
  
     Obr .  43  
 
Závě r :  
  
 A b y  n e d o c h á z e l o  k  p o c h y b n o s t e m n a d  p o d o b o u  ře š e n í  ú l o h y ,  
j e  mož n é  z a d a t  j i  na p ř í k l a d  v  t é t o  p o d o bě :  
  
8 .    U rče t e ,  ko l i k  p o s t ře hů  můž e t e  uč i n i t  o  p rů s eč í ku  dvou  p ř í me k  
v  r o v i ně  a  p rů s eč í k u  d v o u  h l a v n í c h  k r u ž n i c  na  ku lové  p lo še .  
Z a z n a me ne j t e  j e  d o  s r o v n á v a c í  t a b u l k y  –  p o k u d  j e  p o t řeba ,  
dop lň t e  úda j e ,  a  šk r t ně t e  n e h o d í c í  s e  v ý r a z y .  P ř i d e j t e  t o l i k  
řá d e k ,  k o l i k  p o t ře bu j e t e ,  a  z a z n a me n e j t e  s vé  d a l š í  p o s t řehy .  
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V  r o v i n ě   
 
N a  k u l o v é  p l o š e  
D v ě  rů z n é  p ř í m k y  b e z  p r ů s e č í k u  
e x i s t u j í / n e e x i s t u j í .  P o k u d  
e x i s t u j í ,  n a z ý v a j í  s e  
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
D v ě  rů z n é  h l a v n í  k r u ž n i c e  b e z  p rů s e č í k u  
e x i s t u j í / n e e x i s t u j í .  Mů ž e m e  n ě c o  ř í c t  o  
r o v n o b ě ž n o s t i  h l a v n í c h  k r u ž n i c ?  
… … … … … … … … … … … … … … … …  
D v ě  rů z n é  p ř í m k y  m o -
h o u / n e m o h o u  m í t  p r á v ě  j e d e n  
s p o l e čn ý  b o d .  P o k u d  a n o ,  
n a z ý v a j í  s e  … … … … … .  
D v ě  r ů z n é  h l a v n í  k r u ž n i c e  m o -
h o u / n e m o h o u  m í t  p r á v ě  j e d e n  s p o l e čn ý  
b o d .  
D v ě  rů z n é  p ř í m k y  m o -
h o u / n e m o h o u  m í t  v í c  n e ž  j e d e n  
p rů s e č í k .  P o k u d  a n o ,  n a z ý v a j í  s e  
… … … … …  
C o  mů ž e m e  ř í c t  o  p r ů s e č í c í c h  h l a v n í c h  
k r u ž n i c  ( k o l i k  j i c h  j e ,  k d y ) ?  
… … … … … … … … … … … … … … … … … … … . .  
 
 
 Ú l o h a  j e  v š a k  původně  z á mě r ně  k o n c i p o v á n a  t a k ,  a b y  
s t u d e n t y  v y b í z e l a  k  s a mo s t a t n é mu  u v a ž o v á n í  n a d  r o z d í l y  m e z i  
s f é r i c k o u  a  e u k l i d o v s k o u  g e o me t r i í  a  p ř i mě l a  j e  k  s am o s t a t n ém u  
vyvozen í  obecných  závě rů  z  p r ak t i ckých  pokusů .  S n a h a  t l ač i t  j e  
k  odpověd í m v  p ře d e m p ř i p r avené  fo rmě  ( ačk o l i  b y  s t u d e n t y  moh l a  
p ř i mě t  z n o v u  s e  z a mys l e t  n a d  j e j i c h  ře š e n í m)  t a k  může  bý t  sp í š e  
š k o d l i v á ,  n e b oť  můž e  s t r h n o u t  j e j i c h  ú v a h y  p o u z e  j e d n í m s mě r e m  a  
m o h l o  b y  d o j í t  k  t o mu ,  ž e  s e  ne b u d o u  z a mýš l e t  n a d  d a l š í mi  
z v l á š t n o s t mi ,  k t e r ý c h  s i  v  g e o me t r i i  s f é r y  v š i ml i .  
 P ř i k l án ím  se  t edy  sp í š e  k  t o mu  ne cha t  t abu lku  p r ázdnou .  
Můž e me  v š a k  s p e c i f i k o v a t  z a d á n í  p o d o b ně  j a k o  v  p ř í k l a d u  3  a  
v y b í d n o u t  t a k  s t u d e n t y ,  a b y  s e  v í c e  z a my s l e l i  a  r o z e p s a l i  s v é  
p o s t ře h y  ( P ř í l o ha  2 ) .  
 
IV .  Zadá n í :  
 
9 .    M y s l í t e ,  ž e  j e  p r o t n u t í  d v o u  p ř í me k  j e d n o d u š š í  v  r o v i ně ,  n ebo  
na  ku lové  p lo še?  J aký  p ř í p ad  j e  z a j í ma vě j š í ?  P r oč?  
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10 .    N y n í  z k u s t e  z měn i t  s v é  a r g u me n t y .  U v eď t e  dův o d y ,  p r oč  j e  
p r o t n u t í  d v o u  p ř ímek  j ednodušš í  nebo  sp l e t i tě j š í  ( z a j ímavě j -
š í )  v  p ř í pa dě ,  k t e rý  j s t e  nevyb ra l i  výše .   
 
Ře š e n í  s t u d e n tů :  
 
 N a v z d o r y  mé mu  oče k á vá n í  n a p r o s t á  vě t š i n a  s t u d e n tů  
odpovědě l a ,  ž e  p ro tnu t í  p ř í me k  j e  j e d n o d u š š í  n a  k u l o v é  p l o š e .  
Dův o d e m  j e  j i m p a k  l e p š í  v i d i t e l n o s t .  Vě t š i nou  ho  pok l á d a j í  i  z a  
z a j í ma vě j š í .  Z d e  j so u  něk t e r é  o d p o věd i :   
 9 .  -   N a  k u l o v é  p l o š e  –  l é p e  s e  p r o t n o u  ( v i d i t e l n o s t ) .  
-  J e d n o d u š š í  v  k u l o v é  p l o š e ,  z a j í ma vě j š í  v  r o v i ně    
kons t rukce  s l o ž i tě j š í .  
-  V  r o v i ně  j e  p ro tnu t í  dvou  p ř í m e k  j e d n o d u š š í ,  p r o t o ž e  
z í s k á m e  j e d e n  p rů seč í k .  
10 .  -  U ž  j e n  p r o t o ,  ž e  k r u ž n i c e  j e  z a j í m a vě j š í  n e ž  p ř í m k a ,  
n a v í c  p ř i  rů z n é m  o t áče n í  k r u ž n i c  s e  v y t v á ře j í  něk d y  
opravdu  za j ímavé  obrazce .  
 
Něk t e r é  z  o d p o věd í  b y l y  s k u t ečně  z a j í ma v é ,  s vědč í c í  o  d o b -
r é m v h l e d u  s t u d e n t a  d o  p r o b l e ma t i k y :  
9 .  -  … V  r o v i ně  s e  nepa t rná  rů z n o bě ž n o s t  p ře d s t a v u je  
tě ž c e ,  v e l k é  v z d á l e n o s t i  s e  n e d a j í  t a k  z n á z o r n i t  j a k o  
v  k o u l i .  
10 .  -  V  r o v i ně  j e  š p a t n á  p ře d s t a v i v o s t  ve l i k os t í  na d e  v š e c h -
ny  meze  ( ve lm i  nepa t rná  rů z n o bě ž n o s t  d v o u  p ř í -
m e k  … ) .  T í m ,  ž e  j e  r o v i n a  s f é r i c k á ,  s e  ře š í  p r o b l é m ,  
ž e  s i  l i d é  n e d o k á ž o u  p ře d s t a v i t  n e k o n ečné  me z e .  
H l a v n í  r oz d í l  j e  v  t o m ,  ž e  v  k o u l i  s e  p ř í m k y  j ev í  j a k o  
k r u ž n i c e .  
 
P r o  něk t e r é  b y l o  těž k é  p ř i j mo u t  k u l o v o u  p l o c h u  j a k o  d v o j -
r o z mě r n o u :  
9 .  -   J ednoduš š í  v  ku lové  p lo še  –  p ro to že  má  3  ro změ r y .  
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V  j i n é m p ř í p a dě  s e  v y s k y t l a  d o k o n c e  i  t a t o  o d p o věď :  
10 .  -  V  r o v i ně  j e  t o  s l o ž i tě j š í  k vů l i  sou řadn ic ím  x , y , z  ,   
v  k u l o v é  p l o š e  j e  t o  j e n  x , y  .  
 
J a k  j e  v i dě t ,  s t u de n t i  s e  v  těc h t o  ú l o h á c h  d a l e k o  v í c e  r o z e -
p s a l i  o  r o z d í l e c h  v  o b o u  g e o me t r i í c h  a  o  z v l á š t n o s t e c h ,  j e ž  p ř i  
ře š e n í  ú lo h  s p a t řu j í .  
 
Závě r :  
 
 P ř í n o s n é  j e  z j i š těn í ,  ž e  s t u d e n t i  p o k l á d a j í  s f é r i c k o u  g e o me t r i i  
z a  z a j í ma v o u  a  n e b o j í  s e  p á t r a t  p o  t o m,  v  če m s p oč í v á  dův o d  j e j í  
p o u t a v o s t i .  Ča s t o  d o c h á z e j í  k  p řekvap ivým názo rům,  neboť  s i  
n e z ř í d ka  u věd o mu j í ,  ž e  t o ,  c o  s e  v  e u k l i d o v s k é  r o v i ně  odeh rává  
v  n e k o n ečnu ,  p rob íhá  na  pov rchu  kou l e  p ř ímo  p ře d  na š í m z r a k e m.  
J e l i k ož  p ř i r o ze ně  p r e f e r u j í  t u t o  v i d i t e l n o s t  z k o u ma n ý c h  j e vů ,  
p o v a ž u j í  s f é r i c k o u  g e o me t r i i  z a  j e d n o d u š š í .  
 
V .  Zadán í :  
 
11 .  P ře d s t a v t e  s i ,  ž e  by  b y l o  m o ž n é ,  a b y  p á r  ž e l e z n ičn ích  ko l e j í  
v e d l  k o l e m  c e l é  Ze mě .  M o h o u  t y t o  ž e l e z n ičn í  ko l e j e  p ře d s t a -
v o v a t  r o v n o běž n é  p ř í mk y  ( t e d y  h l a v n í  k r u ž n i c e )  a  p r oč?  
 
P ředpok ládané  ře še n í :  
 
 J e  p a t r n é ,  ž e  d vě  ko l e jn i ce  s e  n ikdy  nep ro tnou .  P ro tože  s e  
každý  pá r  h l avn í ch  k ružn i c  p ro t í ná ,  obě  ko l e jn i ce  nemohou  l e že t  na  
h l a v n í c h  k r u ž n i c í c h ,  t a k ž e  o bě  n e mo h o u  r e p r e z e n t o v a t  h l a v n í  
k ružn i ce  na  ku lové  p lo še .  
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Ře š e n í  s t u d e n tů :  
 
 Ře š e n í  t é t o  ú l o h y  k o r e s p o n d o v a l o  s  řešen ím  ú lohy  5 .  T i  
s t u d e n t i ,  k t e ř í  s i  v  ú loze  5  vědě l i  r ady  a  ú spě š ně  j i  v y řeš i l i ,  
vy ře š i l i  b e z  p r o b l é mů  i  t u t o  ú l o h u ,  a  n a o p a k  z b y l í  s t u d e n t i  
dok l áda l i  op rávněnos t  k l adné  odpověd i  o b r á z k e m,  v  k t e r é m 
z n á z o rňova l i  r ovnoběž n é  k r u ž n i c e ,  z  n i c h ž  a l e s p oň  j e dna  p ř i r o ze ně  
n e b y l a  h l a v n í ,  p o p ř í p a dě  odpovědě l i  s p r á v ně ,  n e d o k á z a l i  v š a k  s v o u  
odpověď  z důvodn i t .  Poče t  ú s pě š n ý c h  a  n e ú s pě š n ý c h  ře š e n í  s e  z d e  
t a k  o pě t  z h r u b a  v y r o v n a l .  
 Sp rávné  odpověd i  vypada ly  nap ř í k l a d  t a k t o :  
-   N e m o h o u ,  a b y  b y l y  r o v n o bě žné  po  ce lou  s vou  dé l ku ,  poruš i -
l a  b y  s e  d e f i n i c e  h l a v n í  k r u ž n i c e  ( ž e  j e j í  s t ře d  l e ž í  v e  s t ře -
d u  k u l o v é  p l o c h y ) .  
-  N e .  P r o t o ž e  h l a v n í  k r u ž n i c e  s e  v ž d y  p r o t n o u  v e  d v o u  b o -
d e c h .  
 
 U k á z k y  n e s p r á v n ý c h  ře š e n í  z o b r a z u j í  o b r .  4 4  a  45 .  
 
Závě r :  
 
 S t u d e n tům,  k t e ř í  s p r á v ně  p o c h o p i l i  p o j e m h l a v n í  k r u ž n i c e ,  
neč i n í  ú l o h a  p o t í ž e .  O s t a t n í m b y  mo h l  p o moc i  n a p ř í k l a d  
d o p r o v o d n ý  o b r á z e k ,  č i  vý še  nav rhované  zp řesněn í  z a d á n í  
p ředchoz í ch  ú loh  (P ř í l oha  2 ) .  
 
 
 
 
 
 
 
 
     Obr .  44  
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               Obr .  45  
 
VI .  Zadá n í :  
 
12 .  Rovnoběž n é  p ř í mk y  v  r o v i ně  j s ou  od  s ebe  s t á l e  s t e j ně  v z d á l e n é .  
N a k r e s l e t e  n a  k u l o v é  p l o š e  h l a vn í  k ružn i c i .  Pa k  n a k r e s l e t e  
d a l š í  o b r a z e c ,  k t e r ý  b u d e  v e  s t á l e  s t e j n é  v z d á l e n o s t i  o d  h l a v -
n í  k ružn i ce .  
a .   P o p i š t e  t e n t o  o b r a z e c .  
b .   Rozhodně t e ,  z d a  t e n t o  o b r a z e c  může  bý t  h l avn í  k ružn i c í .  
P r oč?  
 
P ředpok ládané  ře še n í :  
 
 O b r a z e c  j e  k r u ž n i c e  s  p o l o mě r e m  me n š í m n e b o  r o v n ý m  
p o l o mě r u  k o u l e .  H l a v n í  k r u ž n i c í  můž e  b ý t  p o u z e  t e h d y ,  k d y ž  j e  
vzdá l enos t  ob razců  n e j me n š í  mož n á  ( r o v ná  n u l e ) ,  a  j e d ná  s e  
p a k  o  k r u ž n i c i  t o t o ž n o u  s  pův o d n í .  J e s t l i ž e  j e  v z d á l e n o s t  n e j vě t š í  
možná ,  j edná  s e  o  bod  (pó l  původn í  h l avn í  k ružn i ce ) .  
 
Ře š e n í  s t u d e n tů :  
 
 S  vyp racován ím t é to  ú lohy  mě l i  s t ude n t i  o b t í ž e .  P oče t  z c e l a  
sp r ávných  ře š e n í  b y l  mi n i má l n í  ( k e  s p r á v n é  o d p o věd i  s amoz ře j mě  
p o s t ač i l o ,  ž e  o b r a z e c  b u d e  k r u ž n i c e ,  k t e r á  ne n í  h l a v n í  k r u ž n i c í ) .  
N a l e z e n í  p o ž a d o v a n é h o  o b r a z c e  s e  n e d a ř i l o  d o k o n c e  a n i  s t u d e n tům,  
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k t e ř í  v  p ře d c h o z í c h  ú l o h á c h  p r o k á z a l i  v e l m i  d o b r ý  v h l e d  d o  
p r o b l e ma t i k y .  N a p ř í k l a d  řešen í  j ednoho  z  ne jú spě š ně j š í c h  řeš i t e lů  
o s t a t n í c h  ú l o h  z o b r a z u j e  ob r .  46 .  
 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
     Obr .  46  
 
 Vysky t l y  s e  i  p ř í pady ,  kdy  s t uden t  s i c e  sp r ávně  odpovědě l ,  ž e  
s e  j e d n á  o  k r u ž n i c i ,  z  n áč r t k u  v š ak  n e n í  p a t r n é ,  j e s t l i  k  t om u t o  
z á vě r u  d os pě l  s p r ávnou  p ře d s t a v o u  ( k r e s b a  -  o b r .  4 7  -  s vědč í  s p í š e  
o  o p a k u ) .  N e z ř í d k a  s e  z d á l o ,  ž e  s t u d e n t i  n e p o ch o p i l i ,  ž e  o b r a z e c  j e  
nu tné  zak re s lova t  opě t  n a  k u l o v o u  p l o c h u  a  s e  s v ý m  ře š e n í m  s e  
d o s t á v a l i  mi m o  n i  ( o b r .  4 8 ) .  
 
 J ak  j e  z  ob rázků  v i dě t ,  s t uden t i  mnohdy  h l eda l i  v  řešen í  
z b y t ečné  s l ož i t o s t i .  
 
 V e l mi  ča s t o  s t u den t i  s p r á vně  odpov ída l i  v  bodu  b ,  i  k d y ž  s i  
n e vědě l i  r a d y  s  p od o b o u  h l e d a n é h o  o b r a z c e ,  někdy  v šak  svů j  z á vě r  
z důvodn i l i  pochybně .  V y s k y t o v a l y  s e  o d p o věd i  t o h o t o  t y p u :  
 -   N e mů ž e ,  p r o t o ž e  b y  n e s p lňova l  de f i n i c i  h lavn í  k ru žn i ce .  
-  T e n t o  o b r a z e c  n e mů ž e  b ý t  h l a v n í  k r u ž n i c í ,  p r o t o ž e  n e m á  
m a x i m á l n í  p o l o mě r .  
-   N e mů ž e ,  n e n í  v  d o b r é  v z d á l e n o s t i .   
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                 Obr .  47  
 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
     Obr .  48  
  
Závě r :  
 
 V  t é t o  ú l o z e  s e  u k á z a l o ,  j a k ý  p r o b l é m m a j í  s t u d e n t i  
s  p ř i j mu t í m k u l o v é  p l o c h y  j a k o  r o v i n y  z a k ř i vené  do  t va ru  kou l e  a  
j e d i n é h o  p r o s t o r u  p r o  v š e c hn y  g e o me t r i c k é  k o n s t r u k c e .  Ře š e n í m  j e  
opě t  n a b í d n o u t  s t u d e n tům v h o d n é  p o můc k y  s  mož n o s t í  r ý s o v á n í  
p ř í mo  n a  k o u l i .  V  s t á v a j í c í  s i t ua c i  můž e me  a l e s p oň  up r av i t  z adán í  
t a k ,  ž e  up o z o r n í me ,  ž e  o b r a z e c  l e ž í  n a  k u l o v é  p l o š e ,  p o p ř í p adě  
n a b í d n o u t  s t u d e n tům p ředk re s l ený  náč r t e k  k o u l e  s  h l a v n í  k r u ž n i c í ,  
do  něh o ž  b u d o u  ře š e n í  z o b r a z o v a t ,  č í mž  d á me  mož n o s t  i  těm,  k t e ř í  
p o j e m h l a v n í  k r u ž n i c e  n e p o c h o p i l i  a  n e u mě l i  j i  n a  ko u l i  z a k re s l i t  
( P ř í l o ha  2 ) .  
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V I I .  Za d á n í :  
 
13 .   Loď  c e s t u j e  t a k ,  ž e  j e  s t á l e  v z d á l e n a  5 0  k m  o d  r o v n í k u .  
Vysvě t l e t e ,  p r oč  ne c e s t u j e  n e j p ř í mě j š í  ( n e j k r a t š í )  c e s t ou  me z i  
dvěma  b o d y .  
 
P ředpok ládané  ře še n í :  
 
 Loď  n ece s tu j e  ne jp ř í mě j š í  c e s t o u  me z i  d věma  b o d y ,  p r o t o ž e  
d r á h a ,  k t e r á  j e  s t á l e  v z d á l e n a  5 0  k m  o d  r o v n í k u ,  má  t v a r  k r u ž n i c e  
s  me n š í m p o l o mě r e m,  n e ž  j e  p o l o mě r  k u l o v é  p l o c h y ,  a  n e j e d n á  s e  
t e d y  o  h l a v n í  k r u ž n i c i ,  j e j í ž  čá s t  j e  n e j k r a t š í  s p o j n i c í  d v o u  b o dů .  
 
Ře š e n í  s t u d e n tů :  
 
 Z e  v š e c h  ře š e n í  t é t o  ú l o h y  n e b y l o  a n i  j e d n o  ú s pě š n é .  D r t i v á  
vě t š i n a  s t u d e n tů  opě t  uva ž o v a l a  ře šen í  mi mo  pov rch  kou l e  
( o b r .  4 9 ) .  Odpověd i  p a k  b y l y  v e l mi  o b d o b n é :  
-  Pro to že  v  podzemí  nen í  v í t r  an i  mo ře .  ( … )  M a t e m a t i c k y  
řeče n o  –  o p u s t i l a  b y  m n o ž i n u  b o dů ,  k t e r é  o h r a n iču j í  ku l o -
vou  p lochu .   
-  P r o t ož e  l oď  n e mů ž e  c e s tov a t  s k r z  Zemi .  Mus í  p lou t  po  obvo -
du  Země .  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
     Obr .  49  
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S t u d e n t i ,  k t e r ý m s e  n e d a ř i l o  ře š i t  a n i  p ře d c h o z í  p ř í k l a d y  
z a mě ře n é  n a  s f é r u ,  n a  o t á z k u  b uď  n e o d p o v í d a l i  vůb e c ,  n e b o  j e j i c h  
odpověď  n e mě l a  v a l n o u  i n fo r mačn í  h o d n o t u :  
-   A s i  n e mů ž e  a  n e n í  t o  n e j k r a t š í .  
 
Ře š e n í ,  k t e r é  s e  a s i  n e j v í c e  b l í ž i l o  p od s t a tě  p r o b l é mu  ( ačko l i  
obsahu j e  chybné  p ředpok l ady  a  domněn k y ,  k d y ž  s e  s t u d e n t  s n a ž í  
r ozv inou t  kou l i  do  rov iny  roz ř í z n u t í m j e d n o h o  p o l e d n í k u )  
z o b r a z u j e  o b r .  5 0 .  
 
  
 
 
 
 
 
     Obr .  50  
 
Závě r :  
  
 T a t o  ú l o h a  k o r e s p o n d u j e  s  ú l o h o u  11 ,  k d e  s i  s t u d e n t i  mo h l i  
v š i mn o u t ,  ž e  d vě  r ovnoběž n é  k r u ž n i c e  n e mo h o u  b ý t  o bě  h l avn ími  
k ružn i cemi .  P ře s t o  a n i  t i  ře š i t e l é ,  k t e ř í  v  ú l o z e  11  o d p o v í d a l i  
n a p r o s t o  s p r á v ně ,  t u to  ú lohu  nevy ře š i l i .  P ř íč i n a  z ře j mě  s p oč í v á  
v  t o m,  ž e  s i  s t u d e n t i  n e u věd o mi l i ,  ž e  d v a  b o d y  n a  p o v r c h u  k ou l e  
l z e  n e j k r a t š í m z pů sobem spo j i t  k r a t š í  čá s t í  o b l o u k u  h l a v n í  
k r u ž n i c e .  
 Z á mě r ně  j s e m d o  p r a c o v n í h o  l i s t u  n e u v e d l a ,  p r oč  j e  p ř í mk a  
n a  k u l o v é  p l o š e  r e p r e z e n t o vá n a  h l a v n í  k r u ž n i c í ,  a  če k a l a  j s e m,  z d a  
něk t e r ý  z e  s t u de n tů  d o j de  v  t é t o  ú l o z e  k  obe c n é mu  z á vě r u  a  n a  
z á k l a dě  p ředchoz í ch  ú loh  vyvod í  důvod  s ám.  P ř i znávám však ,  ž e  
j s e m n e oče k á v a l a ,  ž e  b y  s e  t a k  s t a l o ,  a  mů j  p ře d p o k l a d  s e  b o h u ž e l  
v y p l n i l .  
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 S t u d e n tům p ř i  ře š e n í  t é t o  ú l o h y  m o h o u  p o mo c i  n a p ř í k l a d  
n á v o d n é  o t á z k y ,  d o p r o v á z e j í c í  t v r z e n í  o  t o m ,  ž e  p ř ímky  j sou  na  
k o u l i  r e p r e z e n t o v á n y  h l a v n í mi  k r u ž n i c e mi ,  k t e r é  b y  j e  p ř i mě l y  
z a my s l e t  s e  n a d  dův o d e m t é t o  s k u t ečnos t i  ( P ř í l oha  2 ) .  
 V  t é t o  ú l o z e  s e  n a v í c  n a p l n o  p o t v r d i l  p r o b l é m p ře d e s t ře n ý  j i ž  
v  ú l o z e  p ře d c h á z e j í c í ,  t o t i ž  ž e  s tu d e n t i  p ř i  ře š e n í  ú l o h  u v a ž u j í  
s p í š e  v  t ř í r o z mě r n é m e u k l i d o v s k é m  p r o s t o r u .  P o mo c i  j i m můž e  
u v e d e n í  d o  t é ma t u  s f é r i c k é  geome t r i e  f o rmou  úvodn í  hod iny  
( v i z  p o d k a p i t o l a  7 . 7 . 1  a  P ř í l o ha  3 ) .  V  p r a c o v n í m l i s t u  j i m l z e  
p o moc i  ú p r a v o u  z a d á n í  a  p ř i p o j e n í m v h o d ně j š í ho  ob rázku ,  na  němž  
b y  s i t u a c e  b y l a  p a t r ně j š í  ( P ř í l o ha  2 ) .  
 
V I I I .  Za d á n í :  
 
14 .   ( Úvod  o  Euk l i dov i )  Z d e  j e  j e d n a  z  p o d o b  E u k l i d o v a  p o s t u l á t u  
o  r o v n o běž n o s t i :  J e  d á n a  p ř í mk a  a  b o d ,  k t e r ý  n a  n í  n e l e ž í .  
D a n ý m b o d e m l z e  v é s t  p r á vě  j e d n u  r o v n o běžku  s  danou  p ř í m-
kou .  
a .   Na rýsu j t e  p ř í mk u  a  b o d ,  k t e r ý  n a  p ř í mc e  n e l e ž í .  N a r ý su j t e  
v š e c h n y  m o ž n é  r o v n o běžky  k  dané  p ř í mc e  p r o c h á z e j í c í  
d a n ý m b o d e m.  P o m o c í  v a š í  k r e s b y  v y s vě t l e t e ,  p r oč  E u k l i -
dův  p o s t u l á t  o  r o v n o běžnos t i  p l a t í  v  r ov ině .  
b .  P ře p i š t e  p o s t u l á t  o  r o v n o běž n o s t i  p r o  k u l o v o u  p l o c h u  
n a h r a z e n í m  s l o v a  p ř í m k a  z a  s l o v o  h l a v n í  k r u ž n i c e .  Pa k  
p r o v eď t e  n a  k u l o v é  p l o š e  o bdobnou  kons t rukc i  j ako  na  ro -
v i ně .  N y n í  v y s vě t l e t e ,  p r oč  E u k l i dův  pos tu l á t  o  r ovnoběž -
n o s t i  n e p l a t í  n a  k u l o v é  p l o š e .  
c .   Nap i š t e  svů j  v l a s tn í  pos tu l á t  o  r ovnoběžnos t i ,  k t e rý  bude  
p l a t n ý  p r o  g e o me t r i i  n a  k u l o v é  p l o š e  ( s f é r i c k o u  g e o me -
t r i i ) .  
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P ředpok ládané  ře še n í :  
 
 Odpověd i  v  b o dě  c  mo h o u  m í t  n a p ř í k l ad  t u to  podobu :  „Daným 
b o d e m,  k t e r ý  n e l e ž í  n a  d a n é  h l a vn í  k r u ž n i c i ,  n e p r o c h á z í  ž á d n á  
h l a v n í  k r u ž n i c e ,  k t e r á  b y  b y l a  s  danou  h l avn í  k ružn i c í  r ovnoběž -
n á . “  
 
Ře š e n í  s t u d e n tů :  
 
 V  ře š e n í  b o d u  a .  s t u d e n t i  vě t š i n o u  po u z e  n a r ý s o v a l i  ob r á z e k .  
P r a v děpodobně  s e  ( s t e j ně  j a k o  E u k l i d e s )  d o mn í v a l i ,  ž e  t a t o  
s k u t ečn o s t  j e  n a t o l i k  z ře j má ,  ž e  v ys vě t l e n í  n e p o t ře bu j e .  Něk te ř í  
t u t o  d o m něn k u  e x p l i c i t ně  vy j á d ř i l i :  
 -  T a d y  n e n í  c o  v y s vě t l ova t .  V í ce  ne ž  j ednu  rovnobě ž k u  
k  p ř ímce  daným bodem ne l z e  v é s t .  
 
 N a o p a k  s t u d e n t ,  z  j e h o ž  p r á c e  b y l o  p a t r n é ,  ž e  t u š í  p r o b l é m 
r o v n o běž n o s t i  p ř í me k  v  r o v i ně  s poč í v a j í c í  v  t o m,  ž e  s e  v š e  
n e o d e h r á v á  p ře d  n a š í m z r a k e m,  j a k  b y  s e  mo h l o  z d á t ,  j e l i k o ž  
p ř í mk y  m a j í  n e k o n ečn o u  d é l k u ,  s e  o  v y s vě t l en í  p l a tnos t i  Euk l i dova  
p o s t u l á t u  p o k u s i l .  J e h o  f o r m u l a c e  j e  v š a k  dos t i  n e o br a t n á  a  těž k o  
s r o z u mi t e l n á :  
-  V  r o v i ně  s e  nám neměn í  p ř ímky  v  k ružn i ce ,  p ro to  n i kdy  
n e n a s t a n e  s i t u a c e ,  ž e  b y  b o d ,  k t e r ý  b y  n e l e ž e l  n a  p ř í m c e  p ,  
n e z a r učo v a l ,  ž e  p ř í m k a  v e d e n á  d o t yčným bodem neby la  
r o v n o bě žná  s  p .  
 
 P ř i  v y s vě t l en í  bodu  b .  vě t š i n o u  n e mě l i  ž á d n ý  p r o b l é m  
s t u d e n t i ,  z  j e j i c h ž  p r á c e  b y l o  j a s n é ,  ž e  r o z u mí  d o b ře  p o j mu  h l a v n í  
k r u ž n i c e  a  p ř i j í ma j í  s k u t ečn o s t ,  ž e  h l a v n í  k r u ž n i c e  r e p r e z e n t u j e  n a  
k o u l i  p ř í m k u .  T i t í ž  p a k  d o ká z a l i  n a ps a t  v l a s t n í  p o s t u l á t  v  b o dě  c . :   
-   b .  J e  d á n a  h l a v n í  k r u ž n i c e  a  bod ,  k t e r ý  na  n í  ne l e ž í .  Daným 
b o d e m  n e l z e  v é s t  r o v n o bě ž n o u  h l a v n í  k r u ž n i c i  s  d a n o u  
h l a v n í  k r u ž n i c í .  Aby  b y l a  k r u ž n i c e  h l a v n í  k r u ž n i c í ,  m u s í  m í t  
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c o  n e j vě t š í  p o l o mě r ,  z  če h o ž  v y p l ý v á ,  ž e  m u s í  h l a v n í  k r u ž -
n i c i  ( d a n o u )  p r o t í n a t ,  a  t o  znamená ,  ž e  nen í  rovnobě žná .  
c .  N a  j e d n é  k u l o v é  p l o š e  n e e x i s t u j í  dvě  rů z n é  r o v n o bě žné  
h l a v n í  k r u ž n i c e .  
 
Něk t e ř í ,  i  když  po jmu  h l avn í  k ružn i ce  ev iden tně  r o z u mě l i ,  s i  
n e vědě l i  r ady  s  f o rmu lac í  v l a s tn ího  po s t u l á t u .  S n a ž i l i  s e  t a k  p o p s a t  
z a  j a k ý c h  p o d mí n e k  k  r o v n o běž n o s t i  n a  k o u l i  d o c h á z í :   
-  b .  V e š k e r ý  p r o b l é m  j e  v  j i ž  něk o l i k r á t  z m iňované  de f i n i c i  
h l a v n í  k r u ž n i c e    j e j í  s t ře d  l e ž í  v e  s t ředu  ku lové  p lochy .  
c .  J e  d á na  j a k á k o l i v  k r už n i c e  1  a  b od ,  k t e r ý  j e  v z d á l e n  o d  
p o l o mě r u  s t e j ně  j a ko  k ružn i ce  1 .  Daným bodem l z e  vé s t  
p r á vě  j ednu  k ružn i c i  2 ,  k t e r á  j e  r o v n o bě ž n á  s  pův o d n í  
k ru žn i c í  1 .  
 
O s t a t n í  vys vě t l e n í  n e z a z n a me n a l i ,  n e b o  o d p o v í d a l i  n e s my s l -
ně :  
-   b .  Na  k ružn i c i  t o  ne jde .  
 c .  P o k a v aď  j s o u  b o d y  v ž d y  v z d á l e n y  s t e j ně ,  j s o u  p ř í m k y  
r o v n o bě žné .  
 
Závě r :  
 
 Z ře š e n í  j e  p a t r n é ,  ž e  s t ude n tům,  k t e ř í  z í ska l i  náh l ed  do  
p r o b l e ma t i k y ,  n eč i n í  ž á d n é  p o t í ž e  v y v o z e n í  o b e c n ý c h  z á k o n i t o s t í  
p l a t n ý c h  p r o  s f é r i c k o u  g e o me t r i i  n a  z á k l a dě  s r o v n á n í  o b o u  t y pů  
g e o me t r i í .  O d  těch ,  k t e ř í  s e  v e  s f é r i c k é  ge ome t r i i  j i ž  o d  z ačá t k u  
ne o r i e n t ova l i ,  p r a vděpodobně  n i c  p o d o b n é h o  oče k á v a t  ne l z e .  
 
IX .  Zadá n í :  
 
15 .   P o p i š t e  v š e c h n y  z pů s o b y ,  j a k  s e  m o h o u  p r o t í n a t  t ř i  různé  
h l avn í  k ružn i ce .  
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P ředpok ládané  ře še n í :  
 
 T ř i  různé  h l avn í  k ružn i ce  m o h o u  m í t  n a  k u l o v é  p l o š e  b uď  
dva ,  nebo  š e s t  p rů s eč í ků  v  p ř í p a dě ,  ž e  s e  ka ž d é  d vě  p ro t í na j í  ve  
dvou  různých  bodech .   
 
Ře š e n í  s t u d e n tů :  
 
 Čá s t  ú s pě š n ý c h  řeš i t e lů  p r acovn ího  l i s t u  odpovědě l a  n a  t u t o  
ú l o h u  z c e l a  s p r á v ně :  
 -   P r o t í n a j í  s e  v ž d y  v e  2  n e b o  6  b o d e c h .  
Ča s tě j i  s e  vysky t l y  pouze  čá s t ečně  s p r ávné  odpověd i  ( a  j a k  j e  
v i dě t ,  i  odpověd i  „ š a l a mo u n s k é “ ) :  
 -   1 )  P r o t í n a j í  s e  v  p ó l e c h .   
   2 )  K d y ž  l e ž í  n a  s o bě .   
  3 )  V š e c h n y  z pů soby ,  j aké  j sou  možné .  
-   J a k k o l i v  t y t o  k r u ž n i c e  s i t u u j i ,  v ždy  s e  navzá j em  pro t í na j í .  
 
U sp í š e  neúspě š n ýc h  ře š i t e lů  p r acovn ího  l i s t u  s e  vysky tova ly  
v  z á s a dě  t ř i  t y p y  o d p o věd í :  
-   ž á d n á  
-  n a k r e s l i l i  o b r á z e k  z a h r n u j í c í  j e n  j e d e n  p ř í p ad  p ro tnu t í  
k r u ž n i c  ( ob r .  51 ) .  
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                Obr .  51  
  100
 -   j a k á s i  t r a n s f o r ma c e  d o  r o v i n y  ( o b r .  5 2 ) .  
 
 
 
 
 
 
               Obr .  52  
 
Závě r :  
 
 Z ře š e n í  v y p l ý v á ,  ž e  p r o t n u t í  t ř í  k r u ž n i c  n a  p o v r c h u  k o u l e  j e  
v e l mi  n á r očné  na  p ře d s t a v i v o s t  s t u d e n tů .  V  t o mt o  p ř í p a dě  opě t  
můž e  p o m o c i  p o můc k a  t v a r u  k o u l e  a  n á s t r o j  n a  r ý s o v á n í  h l a v n í c h  
k ružn i c ,  s e  k t e rým s tuden t i  mo h o u  ma n i p u l o v a t  a  z k o u š e t  růz n é  
m o ž n o s t i .  
 
 
7 .6 .2  Shrnut í  výs ledků  první  fáze  výzkumu  
 
 P ř i  ře š e n í  p ř í k l adů  z e  s f é r i c k é  g e o me t r i e  b y l a  c e l k o vě  
ú s pě š n á  a s i  p o l ov i n a  s t ude n tů ,  p ro  o s t a tn í  by lo  těž k é  p ř i jmou t  
z á k o n i t os t i  t é t o  geo me t r i e  a  čá s t  z  těc h t o  s t ude n tů  p ak  nedoved l a  
řeš i t  ú lohy  nač r t n u t í m p o v r c h u  k o u l e .  Dá l e  l z e  ř í c i ,  ž e  v e  
z pů s o b u  ře š e n í  n e b y l  p a t r n ý  v ý r a z ně j š í  r o z d í l  m e z i  s t u de n t y  
d r u h é h o  a  t ře t í h o  r očn í k u .  J e  s i c e  p r a v d a ,  ž e  n e j ú s pě šně j š í  řešen í  
p o c h á z e l a  z  p e r  t řeťá ků ,  v e  s t e j n é  t ř í dě  v š a k  v z n i k a l a  i  řešen í  
n e j mé ně  ú s pě š n á .  
 
 D á l e  u v á d í m s h r n u t í  n e j z á s a d ně j š í ch  o b t í ž í ,  s e  k t e r ými  s e  
s t u d e n t i  p o t ý k a l i  a  k t e r é  b y l y  z a s t o u p e n y  v ž d y  v e  vě t š í m p oč t u  
p r ac í :  
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 N e j vě t š í  a  z á s a d n í  p r o b l é m s p oč í v a l  v  t o m,  ž e  s e  s t u d e n t i  
n e d o k á z a l i  o p r o s t i t  o d  z pů sobu  naz í r án í  na  p r o s to r ,  k t e rý  s e  
u p l a tňu je  v  k l a s i cké ,  euk l i dovské  geome t r i i .  To  dosvědču j í  
p ře d e v š í m  n á s l e d u j í c í  z n a k y  a  p o s t u p y ,  k t e r é  s e  v  ře še n í c h  
p r o j e v o v a l y :  
1 )  M n o z í  ře š i t e l é  s e  s t á l e  s n a ž i l i  r o z v i n o u t  k o u l i  d o  r o v i n y  a  
řešen í  pak  nač r t á v a t  v  t é t o  r o z v i nu t é  r o v i ně  ( v i z  p ř í k l a d y  
ře š e n í  v ýš e ) .  J e  z a j í ma v é ,  ž e  vě t š i na  těc h t o  s t u d e n tů  v š ak  
p o v a ž o v a l a  z a  j e d n o d u š š í  p r o t n u t í  p ř í me k / h l a v n í c h  k r u ž n i c  n a  
k u l o v é  p l o š e ,  a  t o  z  dův o d u  l e p š í  v i d i t e l n o s t i  –  k u l o v á  p l o c h a  
s e  j i m t e d y  z d á l a  n á z o r ně j š í .  
2 )  Z řešen í  by lo  pa t rné ,  ž e  i  t i  s t uden t i ,  k t e ř í  s v á  řešen í  
z a k r e s l o va l i  s p r á vně ,  s t á l e  p ře mý š l e l i  v  s o u l a d u  s  g e o me t r i í  
e u k l i d o v s k o u  a  k o u l i  s i  p ře d s t a v o v a l i  j a k o  u mí s těnou  
v  t r o j rozmě r n é m e u k l i d o v s k é m p r o s t o r u ,  j e h o ž  v š e c h n y  b o d y  
( t edy  i  t y  vně  a  uvn i t ř  k o u l e )  j s o u  j i m v o l ně  dos tupné .  
S  těmi t o  b o d y  p a k  d o  s v é h o  ře š e n í  p oč í t a l i .  
 
J a k  j i ž  b y l o  řeče n o  v ý š e ,  řa da  s t u d e n tů  mě l a  p o t í ž e  
s  p o c h o p e n í m p o j m u  „ h l a v n í  k r u ž n ic e “  a  s  p ře d s t a v o u  t é t o  k r u ž n i c e  
j a k o  „ p ř ímky  na  kou l i “ .  T i t o  s t uden t i  pak  nemě l i  š a n c i  v  ú l o h á c h  
o  k o n s t r u k c i  n a  k u l o v é  p l o š e  u s pě t .  
 
Na  zák l adě  a n a l ý z y  s t u d e n t s k ý c h  ře še n í  s e  d om n í v á m,  ž e  j e  
vhodné  za řad i t  do  výuky ,  d ř í v e  ne ž  s t u d e n t i  p ř i k roč í  k  řešen í  
těc h t o  ú l o h ,  ú v o d n í  h o d i n u ,  v  n í ž  b u d o u  s t r učně  s e známen i  
s  h i s t o r i í  neeuk l i dovské  g e o me t r i e  ( k d o  k  n í  d o s pě l ,  j a k  a  p r oč )  a  
s  o b e c n ými  z á k o n i t o s t mi ,  k t e r é  p l a t í  v  g e ome t r i i  s f é r i c ké .  V  t é t o  
h o d i ně  j i m  p a k  l z e  p ře d l o ž i t  ú l o h y  z  běž n é h o  ž i v o t a  a  j i n é  z a j í ma v é  
ú l o h y ,  k t e r é  mo h o u  v z b u d i t  u  s t u d e n tů  z á j e m o  t é ma  n e e u k l i d o v s k é  
g e o me t r i e .   
Náp lň  a  p růběh  ú v o d n í  h o d i n y ,  k t e r o u  j s e m n a  z á k l a dě  a n a l ý -
zy  výs l edků  p r v n í  f á z e  v ý z k u mu  u s k u t ečn i l a ,  pop i su j i  
v  podkap i t o l e  7 . 7 . 1 .  
  102
7.6 .3  Možné důvody problémů  a  je j ich  př ípadné 
řešení  
 
 P ř íč i n ,  k t e r é  ved ly  u  s t uden tů  k  n e s p r á v n é mu  č i  c h y bě j í c ímu  
ře š e n í  něk t e r ý c h  ú l o h ,  můž e  b ý t  c e l á  řa d a ;  od  n e z á j m u  o  p r á c i  n a  
d o má c í m  ú k o l u  „ n a v í c “ ,  p ře s  s t e r eo typy  ve  v iděn í  oko ln ího  svě t a  
p o  s k u t ečn é  p o t í ž e  s  p r o s t o r o v o u  p ře d s t a v i v o s t í .  V š e c h n y  t y t o  
p r o b l é my  v š a k  l z e  řeš i t  nebo  a l e spoň  z mí r n i t  v h o d n ý m p ř í s t u p e m  
k  l á t ce  a  j e j í mu  p ře d á v á n í  s t u d e n tům.  
 
 
 7.6 .3 .1 .  Možné důvody nezájmu a  návrh řešení  
  
 Even tuá ln í  nezá j em o  ře š e n í  ú l o h  z e  s t r a n y  s t u d e n tů  n en í  
nepochop i t e l ným j e vem,  j e l i kož ,  j ak  j i ž  by lo  řeče n o ,  ú l o h y  b y l y  
v  t é t o  f á z i  v ý z k u mu  z a d á n y  n á h l e  b e z  s o u v i s l o s t i  s  p r á vě  
p rob í r anou  l á t kou ,  a  něk t e ř í  t u d í ž  z ře j mě  n e v i dě l i  s m y s l  s n a h y ,  
k t e r o u  b y l o  p o t ře b a  v y ře š e n í  p r a c o v n í h o  l i s t u  věn o v a t .  B e z  
p ře d c h o z í  mo t i v a c e  v  j a k é k o l i  p o d o bě  j e  s a moz ře j mě  n e l e h k é  
t a k o v ý  smy s l  n a j í t ,  z v l á š tě  p ak  u  s t uden tů ,  k t e ř í  ma t e ma t i k u  
nepovažu j í  z a  ob l í bený  p ře dmě t .  A  j e l i k o ž  j e  zná mo ,  ž e  ma t e ma t i k a  
ž e b ř íčku  popu l a r i t y  ško ln í ch  p řed mě tů  z rovna  nevévod í ,  l z e  
p ře d p o k l á d a t ,  ž e  s t u d e n tů  v e d e n ý c h  t o u h o u  p o z n á v a t  a  o b j e v o v a t ,  
k t e r ý m s n a d  ře š e n í  ú l o h  dě l a l o  r a d o s t ,  n e b y l o  m n o h o .  O s t a t n í  n a v í c  
n e b y l i  mo t i v o v á n i  a n i  v ně j š í mi  p r o s t ře d k y  v  p o d o bě  z n á me k  č i  
p o s t i h u  z a  n e o de v z d á n í  p r á c e .  Sna h a ,  k t e r o u  s t ude n t i  p r á c i  
věn o v a l i ,  b y l a  n a  řešen í  ú loh  s amoz ře j mě  p a t r n á ;  něk te ř í  o de v zda l i  
l i s t y  t é mě ř  p r á z d n é ,  j i n í  j e  n e o d e v z d a l i  vůb e c .  I  p ře s  t o  v š e c h n o  s e  
a l e  n a š l o  něk o l i k  j e d i n ců ,  z  j e j i c h ž  p r á c e  b y l o  p a t r n é ,  ž e  j e  
p r o b l e ma t i k a  s f é r i c k é  g e o m e t r i e  s k u t ečně  z au j a l a .  Kdybychom s e  
snaž i l i  pos t i hnou t  poč t y  p r a c í  n a  š k á l e  o d  ( n a  p r v n í  p o h l e d )  
p r e c i z n í c h  k  „ o d b y t ý m“ ,  z j i s t i l i  b y ch o m,  ž e  i  z d e  p l a t í  G a u s s o v a  
k ř i v k a .  V š e  j e  o v š e m z a l o ž e n o  n a  p o u h é  d o mněn c e  v y p l ý v a j í c í  
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z  p o s o u z e n í  p r o d u k t u ,  n i k o l i  p růběhu  p r á c e ,  n e b oť  j s e m n e mě l a  
m o ž n o s t  s  těmi t o  s t u d e n t y  o  j e j i c h  p r á c i  p romluv i t  a  v ím ,  ž e  snaha  
s e  můž e  s k r ý v a t  i  z a  n e v y ře š e n ý mi  ú l o h a mi .   
 D o mní v á m  s e ,  ž e  j e d n í m  z  mo ž n ý c h  z pů s o bů  j ak  ve  
s t u d e n t e c h  p o d n í t i t  z á j e m o  t u t o  l á t k u  j e  z a s vě t i t  j e  n e j p r v e  d o  
vz ru šu j í c í  h i s t o r i e  neeuk l i dovskýc h  geome t r i í ,  n echa t  j e ,  aby  na  
z á k l a dě  i n d i c i í  s a mi  v y v o d i l i ,  k d e  e u k l i d o v s ká  g e o me t r i e  n e p l a t í  a  
p r oč ,  u k á z a t  j i m z v l á š t n o s t i  a  z dá n l i v é  p a r a d o x y ,  k t e r é  v  dů s l e d k u  
z á k o n i t os t í  t é t o  ge o me t r i e  v z n i k a j í ,  a  s e z ná mi t  j e  s  mož n o s t m i  
využ i t í  n eeuk l i dovských  geome t r i í  v  p r ax i  ( k o n k r é t ně j i  podkap i t o l a  
7 . 7 . 1 ) .   
 
 
7.6 .3 .2  Možné důvody snahy transformovat  koul i  
na  rovinu a  návrh řešení  
 
Důvode m t endence  s t uden tů  ře š i t  k o n s t r u kčn í  ú lohy  na  kou l i  
r oz v i nu t é  do  r ov i ny  j e  z ře jmě  s k u t ečn o s t ,  ž e  j s o u  j e d n o d u š e  z v y k l í  
ře š i t  p o d o b n é  ú l o h y  v  r o v i ně .  Nap ř í k l a d  p ř i  p oč í t á n í  v z d á l e n o s t í  
v  tě l e s e c h  u p l a tňu j í  řezy  tě l e s y  a  p o t řebnou  čá s t  s i  z o b r a z í  
v  r o v i ně .  Nav í c  j e  k  t omu  nabádá  s r o v n á n í  g e o me t r i e  n a  k u l o v é  
p lo še  p r ávě  s  g e o me t r i í  r o v i n y .  P r o t o  s e  z ře j mě  s n a ž í  k o u l i  d o  
r o v i n y  r o z v i n o u t ,  a b y  m o h l i  s rovnán í  bez  po t í ž í  u sku t ečn i t .  
( P o d o b n ý  p o s t u p  p řece  up l a tňu j í  i  v  j i ných  ob l a s t ech  ma tema t iky  –  
n a p ř í k l a d  p ř i  p o r o v n á v á n í  d v o u  z l o m ků  p ře v á dě j í  o b a  z l o mk y  n a  
s p o l ečn é h o  j me n o v a t e l e  ( z d e  s e  s na ž í  p ře v é s t  k o u l i  d o  r o v i n y )  a  
n á s l e d ně  p o r o v n á v a j í  č i t a t e l e  ( z d e  g e o me t r i c k é  k o n s t r u k c e  v  r o v i ně  
a  n a  k u l o v é  p l o š e ) . )  
 J e l i k ož  s t u d e n t i  n emě l i  k  d i s p o z i c i  m o d e l ,  n a  k t e r ý  b y  m o h l i  
s v é  k o n s t r u k c e  z a k r e s l o v a t ,  b y l o  p r o  ně  ře š e n í  s a moz ře j mě  mn o h e m 
o b t í ž ně j š í .  Z ře j mě  p r o  ně  p a k  n e b y l o  s n a d n é  p o c h o p i t ,  ž e  mus e j í  
uvažova t  pouze  v  dvou rozmě r n é  r o v i ně  z a k ř i v e n é  d o  t v a r u  k o u l e ,  
k d y ž  s i  mus e l i  v  d v o u r o z mě r n é  e u k l i d ovs k é  r o v i ně  n a k r e s l i t  
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náč r t e k  t r o j r o z mě r n é h o  tě l e s a  a  na  ně j  p a k  n o v o u  g e o me t r i i  
ap l i kova t .  
 V  úvodn í  hod ině  j e  t e d y  p o t řeba  s t uden tům v y s vě t l i t ,  ž e  
n e e u k l i d o v s k á  g e o me t r i e  ( p o h y b u j e me - l i  s e  v  R 2 )  j e  g e o me t r i e  
z a k ř i veného  pov rchu ,  k t e rý  nen í  m o ž n é  r o z v i n o u t  d o  r o v i n y .  
N a p r o t i  t o mu  g e o me t r i e  n a  p o v r c h u  n a p ř í k l a d  h r a n o l u ,  v á l c e  a p o d .  
e u k l i d o v s k á  j e ,  n e b oť  j e j i c h  p l á šť  l z e  d o  r o v i n y  r o z v i n o u t .  
( S t u d e n t i  s i  moh o u  v z p o me n o u t  n a  s í tě  tě l e s ,  k t e r é  v  r o v i ně  
z a k r e s l o va l i .  S í ť  kou l e  po  n i ch  j i s tě  n i kdo  nech tě l . )  
 
 
7.6 .3 .3  Možné důvody pot íží  s  oproštěním se  od 
eukl idovského prostoru a  návrh řešení  
 
Dův o d ,  p r oč  s i  s t ude n t i  p ř i  s vých  ře š e n í c h  s t á l e  p ře ds t a v u j í  
k o u l i  v  t ř í r o z mě r n é m e u k l i d o v s k é m  p r o s t o r u  a  p oč í t a j í  i  s  b o d y  
mi mo  j e j í  pov rch ,  j e  p ro s tý .  T ř í r ozmě r n ý  e u k l i d o v s k ý  p r o s t o r  j e  
p r o s t o r ,  v e  k t e r ém ž i j í .  D o k á ž o u  s i  t e d y  p ředs t av i t  pouze  t en to  
p r o s t o r  a  v š e c h n y  j e h o  o pě t  euk l i dovské  podp ros to ry .  Ž i j eme  s i c e  
na  p l ane tě ,  k t e r á  má  t v a r  k o u l e ,  a l e  j s me  s c h o p n i  v n í ma t  s my s l y  
p o u z e  n a š e  b e z p r o s t ředn í  oko l í  a  z ak ř i v e n ý  n e e u k l i d o v s k ý  p o v r c h ,  
po  němž  s e  p o h y b u j e me ,  t a k  v n í má me  j a k o  e u k l i d o v s k ý .  Ž e  b u d o u  
s t u d e n t i  h n e d  p ř i s t u p o v a t  k  t é t o  g e o me t r i i  n eeuk l i dovsky ,  s e  od  
n i c h  t e d y  a n i  n e d a l o  oče k á va t .  
 V  úvodn í  hod ině  j e  t e d y  n a  mí s tě  v y s vě t l i t  s t uden tům,  ž e  
pokud  ře š í  ú l o h y  v e  s f é r i c k é  g e o me t r i i ,  s t á v á  s e  p o v r c h  k o u l e  
„ c e l ý m j e j i c h  s vě t e m“ ,  k t e r ý  n e mo h o u  o p u s t i t .  Z c e l a  n e j l e p š í  j e  d á t  
j i m  k  d i s p o z i c i  m o d e l  k o u l e ,  k t e r ý  m o h o u  p o k r e s l i t ,  a  ře š e n í  p a k  
p o d l e  mo d e l u  n ač r t n o u t  n a  p a p í r  ( k o n k r é t ně j i  v  p o d k a p i t o l e  7 . 7 . 1 ) .  
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7.6 .3 .4  Možné důvody problémů  s  pojmem „hlavní  
kružnice“  a  návrh řešení  
 
Důvode m,  p roč  s t u d e n t i  n e z o b r a z o v a l i  s p r á v ně  h l a v n í  k r u ž n i -
c e ,  b y l o  z ře j mě  n edos t a t ečné  věnován í  pozo rnos t i  uvedené  de f i n i c i  
nebo  j e j í  n e sp rávné  pochopen í .  T i ,  k t e ř í  p a k  mě l i  p o t í ž e  s  p ř i j e t í m  
h l a v n í  k ru ž n i c e  j a k o  r e p r e z e n t a c e  p ř í mk y  n a  k u l o v é  p l o š e ,  z ře j mě  
n e v i dě l i  dův o d ,  p r oč  by  p ř í mk u  mě l a  r e p r e z e n t o v a t  p r á vě  h l avn í  
k ružn i ce  a  ne  i  nap ř í k l ad  l i bovo lná  rovnoběž k a  ( v y u ž i j e me - l i  
p ř i r o v n á n í  k o u l e  k  z e měkou l i ) .  
 V  úvodn í  hod ině  j e  t e d y  t ře b a  peč l i vě  s t ude n t y  s e z n á mi t  
s  p o j me m  h l a v n í  k r u ž n i c e ,  n a k r e s l i t  n á z o r n é  p ř í k l a d y  a  u j i s t i t  s e ,  
ž e  t o mu t o  p o j mu  v š i c h n i  b e z p ečně  r o z u mě j í  a  d o k á ž o u  r o z l i š i t  
h l a v n í  k r u ž n i c i  o d  o s t a t n í c h  k r u ž n i c ,  k t e r é  l z e  n a r ý s o v a t  n a  
p o v r c h u  k o u l e .  B e z  p o r o z u měn í  n e m á  v a l n ý  s m y s l  p o s t u p o v a t  d á l ,  
j e l i k o ž  p a k  s t u d e n t i  v  ře š e n í  ú l o h  n e m o h o u  o b s t á t .  Dů l e ž i t é  p a k  j e  
v y s vě t l i t  j i m ,  p r oč  j e  p ř í m k a  n a  p o v r c h u  k o u l e  r e p r e z e n t o v á n a  
p r á vě  h l avn í  k ružn i c í .  Konkré tn í  náv rhy  č t ená ř  n a l e z n e  
v  p o d k a p i t o l e  7 . 7 . 1 .  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  106
7.7   Druhá fáze  výzkumu 
 
 
7.7 .1  Úvodní  hodina –  úvod do neeukl idovských 
geometr i í  
 
J a k  j i ž  b y l o  řeče n o  v  ú v o d u  k a p i t o l y  o  v ý z k u mu ,  ú v o d n í  
h o d i n a ,  j a k o  p ř í p r a v a  n a  řešen í  ú loh  ze  s f é r i cké  geome t r i e ,  k t e r á  
mě l a  s t u d e n t y  s  t o u t o  g e o me t r i í  b l í ž e  s e z n á mi t ,  p r o běh la  ve  dvou  
p rvn í ch  ročn í c í c h .  P ř i p r a v i l a  j s e m s i  n a  n i  p o můc k y ,  k t e r é  mě l y  
s l o u ž i t  k  n á z o r n o s t i  p ř í k l a dů  a  s t u d e n tům k  usnadněn í  p r á c e :  
g l o b u s  k  d e mo n s t r a c i  k o r e s p o n d en c e  n e e u k l i d o v s k é  g e o me t r i e  
s  r e á l n ý m s vě t e m k o l e m n á s ,  míč  j ako  mode l  kou l e ,  na  k t e rý  j sme  
z a k r e s l o va l i  j e d n o t l i vé  s i t ua c e ,  a  o k o p í r o v a n o u  ma p u  s vě t a  p r o  
d e mo n s t r a c i  z k r e s l e n í  v z d á l e n o s t í  p ř i  p o k u s u  r o z v i n o u t  k o u l i  d o  
rov iny .  Každý  ze  s t uden tů  mě l  n a v í c  k  d i s p o z i c i  v l a s t n í  mo d e l  
kou l e  v  podobě  míčk u ,  k t e r ý  b y l o  t a k é  mož n é  p o k r e s l i t .  
Náp lň  úvodn í  hod iny  pok ry l a  t émě ř  p ře s ně  45  mi nu t  vymě ře -
n ý c h  p r o  j e d n u  v y učo v a c í  h o d i n u .  D á l e  u v á d í m p a r a me t r y  ú v o d n í  
hod iny :  
 
T é ma  h o d i n y :  Ú v o d  d o  n e e u k l i d o v s k é  g e o me t r i e  
T y p  š k o l y :   S t ředn í  ško l a  
Ročn í k :   1 .  –  4 .  r očn ík  
Ča s  v ý u k y :   4 5  mi n .  
Po můc k y :  M íč  
G l ó b u s  
A t l a s  s vě t a  
B a r e v n é  f i x y  
 
 
 
  107
7.7 .1 .1  Vlastní  průběh úvodní  hodiny 
 
 
1 )  ÚVOD 
 
V  ú v o d u  h o d i n y  b y l i  s t u d e n t i  s t r učně  s e z n áme n i  s  t é ma t e m.  
N a  z ačá t k u  j i m b y l o  v y s vě t l e n o ,  ž e  s e  b u d e me  z a b ý v a t  n e e u k l i d o v -
s k o u  g e o me t r i í .  N a  d o t a z ,  j e s t l i  s e  s  t í mt o  p o j me m  u ž  někdy  s e tka l i  
n e b o  věd í ,  c o  z n a me n á ,  o d p o v í d a l i  n e g a t i v ně .  P o s t u p ně  j s me  s e  
t e d y  p o m o c í  o t á z e k ,  o d p o věd í ,  d e d u k c í  i  i n d u k c í  d o s t a l i  k  t o mu ,  ž e  
g e o me t r i e ,  k t e r o u  ž á c i  z n a j í  a  p o u ž í v a j í  j i ž  o d  z á k l a d n í  š k o l y ,  s e  
n a z ý v á  g e o me t r i e  e u k l i d o v s k á ,  a  t o  p r o t o ,  ž e  j e j í  p r a v i d l a  s e s t a v i l  
a  s h r n u l  v e  4 .  s t o l e t í  p ř . n . l .  Euk l ide s .  O  Eu k l i d o v i  s t u d e n t i  vědě l i  
v e l mi  má l o ,  o d v o d i l i  s i  j e n ,  ž e  t o  b y l  ma t e ma t i k  a  Ře k ,  t a k  j s me  s i  
v e l mi  s t r učně  povědě l i  něco  o  j eho  ž ivo tě  a  d í l e  Zák l ady ,  č ímž  
j s me  s e  d o s t a l i  k  pě t i  p o s t u l á tům,  na  k t e rých  Eu k l i de s  e u k l i do v -
skou  geome t r i i  vybudova l ,  a  na  t a b u l i  j s me  s i  k a ž d ý  z  n i c h  
i l u s t r o v a l i  o b r á z k e m .  
S a mi  s t u d e n t i  n e b y l i  s  f o r m u l a c í  5 .  p o s t u l á t u  s p o k o j e n i ,  n a  
r o z d í l  o d  v š e c h  p ře d c h o z í c h  s i  ne do k á z a l i  hne d  a  b e z  i l u s t r a c e  
p ře d s t a v i t ,  c o  v l a s t ně  z na me n á ,  a  n a k r e s l e n í  o b r á z ku  n a  t a bu l i  
v y ž a d o v a l i .  N a  o t á z k u ,  k t e r ý  z  p o s t u l á tů  s e  j i m  z d á  n e j mé ně  j a sný ,  
v š i chn i  odpov ída l i ,  ž e  pos tu l á t  pá tý .  
 
 
2 )  HISTORIE  
 
Povědě l i  j s me  s i  t e d y ,  ž e  s t e j ně  t a k  j a k o  o n i  i  ma t e ma t i c i  
dávných  i  nedávných  dob  neby l i  s  5 .  p o s t u l á t e m s p o k o j e n i  a  s n a ž i l i  
s e  h o  d o k á z a t  p o mo c í  z b y l ýc h  č t y ř ,  ž e  p ř i t o m p ř i š l i  n a  e k v i v a l e n c i  
s  P y t h a g o r o v o u  vě t o u ,  a ž  s k u t ečně  ob j ev i l i  p ro s to r ,  ve  k t e r ém 
e u k l i d o v s k á  g e o m e t r i e  n e p l a t í ,  a  dos t a l i  j sme  s e  t ak  k  h l avn ím  
j mé nům  n e e u k l i d o v s k é  g e o me t r i e ,  G a u s s o v i ,  B o l y a i o v i ,  L o b ače v -
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s k é mu  a  R i e ma n n o v i .  S t u d e n t y  j s e m s a m o z ře j mě  n e z a těž ov a l a  
p ř í l i š n ý m i  p o d r o b n o s t mi  z  h i s t o r i e ,  a le  s n a ž i l a  j s e m s e  v y z d v i h n o u t  
z a j í ma v o s t i  i  d o b o v é  těžk o s t i ,  s  j a k ý mi  s e  ma t e m a t i c i  mus e l i  
p o t ý k a t ,  a  z dů r a zn i t  t a k  p ře v r a t n o s t  t o h o t o  o b j e v u .  Z d á l o  s e ,  ž e  
h i s t o r i e  neeuk l i dovských  geome t r i í  s t uden ty  zau j a l a ,  zv l á š tě  j e  
p řekvap i l o ,  ž e  ob j ev i t  j i  t r va lo  21  s t o l e t í .  
 
 
3 )  NEEUKLIDOVSKÝ P ROSTOR  
 
P ře s  h i s t o r i i  j s me  s e  d o s t a l i  k  t o mu ,  ž e  n e e u k l i d o v s k á  g e o me -
t r i e  j e  t e d y  g e o me t r i e  z a k ř i vené  p lochy ,  k t e rou  ne l ze  rozv inou t  do  
r o v i n y  ( ře k l i  j s me  s i ,  ž e  s e  b u d eme  z a býva t  neeuk l i dovskou  
g e o me t r i í  d v o u r o z mě r n é h o  p r o s t o r u ) ,  a  j e l i ko ž  e x i s t u j í  i  t a k ov é  
z a k ř i vené  p lochy ,  k t e r é  do  rov iny  rozv inou t  l z e ,  ne  každá  
z a k ř i vená  p locha  j e  neeuk l i dovská .  Tu to  sku t ečnos t  j s me  s i  
d e mo n s t r o v a l i  n a k r e s l e n í m  ob rázku  na  zohýbaném pap í ře ,  k t e r ý  
j s me  n á s l e d ně  n a r o v n a l i ,  a  n a  p ř í k l ad u  s  k r y ch l í ,  n a  j e j í ž  s í t i  j sme  
r o v něž  de mo n s t r o v a l i  z a c ho v á n í  z á ko n i t o s t í  e u k l i d o v s ké  g e o me t r i e  
p ř i  r o z v i n u t í  d o  r o v i n y  (ob r .  53  a ,  b ) .  S t u d e n t i  p a k  s a mi  o d v o d i l i ,  
ž e  n e e u k l i d o v s k á  g e o me t r i e  b u d e  p l a t i t  n a  pov rchu  t akového  tě l e sa ,  
j e h o ž  s í t  n e d o k á ž e me  n a r ýs o v a t ,  a  ž e  t a k o v ý m  tě l e s e m j e  k o u l e .  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
     Obr .  53  
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P o u k á z a l a  j s e m p a k  n a  t o ,  ž e  j e  zv l á š t n í ,  ž e  ob j even í  neeuk l i -
dovské  geome t r i e  t r va lo  t ak  d l ouho ,  když  ž i j eme  na  ku l a t é  p l ane tě ,  
a  ž e  v e  v e l k ý c h  mě ř í t k á c h  v  n a š e m  s vě tě  t e d y  p l a t í  p r á vě  j e j í  
z á k o n y .  S e z n á mi l a  j s e m p a k  s t u d e n t y  s  j e j i c h  ú k o l e m z j i s t i t ,  j a k  j e  
t o  t e d y  s  r o v n o běž n o s t í  p ř ímek  na  na š í  p l ane tě  ( na  kou l i ) ,  když  zde  
nep l a t í  pá tý  Euk l i dův  p o s t u l á t .  
 
 
4 )  HLAVNÍ  KRUŽ NICE  
 
A b y  s t u d e n t i  mo h l i  f o r mu l o v a t  p r a v i d l a ,  j i mž  r o v n o běžnos t  
p ř í me k  n a  p o v r c h u  k o u l e  p o d l é h á ,  b y l o  t řeba ,  aby  odvod i l i  a  
pochop i l i ,  j aký  ú tva r  na  k o u l i  r e p r e z e n t u j e  p ř í mk u  a  p r oč .  K  to mu  
j s e m p o u ž i l a  n í ž e  u v e d e n é  n á v o d n é  o t á z k y  ( O t á z k a  1 - 3 )  a  úko ly  
(Úko l  1 -3 ) ,  s  j e j i c h ž  p o m o c í  mě l i  s t u d e n t i  d o j í t  k  o d p o věd i .  
R o z dě l i l a  j s e m t a bu l i  n a  d vě  p o l o v i n y ,  n a  j e d n u  j s me  z a k r e s l o v a l i  
ú d a j e  p l a t n é  v  r o v i ně ,  n a  d ruhou  pak  úda j e  p l a tné  na  pov rchu  
k o u l e .  Z a k r e s l o v á n í  s i t u a c í  n e j e n o m n a  mo d e l y ,  a l e  i  n a  n ač r t n u t o u  
k o u l i  n a  t a b u l i  p o v a ž u j i  z a  dů l e ž i t é  n e j e n  k vů l i  vě t š í  n á z o r n os t i ,  
a l e  t a k é  p r o t o ,  a b y  s t u d e n t i  n e mě l i  s t e j n é  p r o b l é my  s  n áč r t k y  d o  
p r a c o v n í c h  l i s tů  j ako  úča s t n í c i  p r v n í  f á z e  v ý z k u mu .  
 
O t á zk a  1 :  J a k ý  t v a r  m á  t r a j e k t o r i e  č l o věk a ,  k t e r ý  j d e  p o  
r o v i ně  s t á l e  r o v ně?  
S  odpověd í  na  t u to  o t ázku  s t uden t i  s amoz ře j mě  n e mě l i  p r o -
b l é m a  o d p o v í d a l i ,  ž e  j e  t o  p ř í mk a ,  c o ž  j s me  s i  i l u s t r o v a l i  n a  
t a b u l i .  
 
O t á zk a  2 :   Kam do jde  č l o věk ,  k t e r ý  s e  bude  pohybova t  s t á l e  
r o v ně  po  povrchu  z eměkou l e?  
S t u d e n t i  o pě t  s  o d p o věd í  neváha l i  a  odpov ída l i ,  ž e  na  s t e j né  
mí s t o .  B y l i  v y z v á n i ,  a b y  s i t u a c i  z a kr e s l i l i  n a  s v é  mo d e l y ,  z á r o v eň  
j s me  v š e  z a k r e s l i l i  n a  vě t š í  míč  i  t a b u l i .  
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O t á zk a  3 :   J a k ý  ú t v a r  t í m t o  p o h y b e m  n a  p o v r c h u  z e měkou l e  
op í š e?  
Studen t i  vědě l i ,  ž e  t o  b u d e  k r u ž n i c e ,  j a k  b y l o  p a t r n é  i  
z  n áč r t ků .  
 
Úkoly  1 -3 :  Nač r t ně t e  n a  k ou l i  (mo d e l  z e měk ou l e )  t r a j ek t o r i i  
č l o věk a ,  k t e r ý  j d e  s t á l e  r ov ně ,  kdy ž :  
1 )  J e h o  v ý c h o z í  p o l o h a  j e  n a  r o v n í k u .  
2 )  J e h o  v ý c h o z í  p o l o h a  j e  n a  p ó l u .  
3 )  J e h o  v ý c h o z í  p o l o h a  j e  mi m o  r o v n í k  a  p ó l y .  
 
U  v šech  úko lů  b y l i  s t u d e n t i  n e j p r v e  v y z v á n i ,  a b y  s i t u a c i  
u k á z a l i  na  g l ó b u .  V  b o dě  1 )  v š i chn i  do t ázan í  sp r ávně  v y z n ač i l i  
r ovn ík ,  v  bodě  2 )  p o l e d n í k .  U  b o d u  3 )  j s e m  n a  g l ó b u  z á mě r ně  
v y b r a l a  j a k o  v ý c h o z í  b o d  mě s t o  l e ž í c í  n a  j e d n é  z  r o v n o běž e k  a  
s t u d e n t i  s e  r o z dě l i l i  na  d vě  s kup iny .  P rvn í ,  poče t ně j š í  skup ina  
v y z n ačo v a l a  n a  g l ó b u ,  mod e l e c h  i  n áč r t k u  n a  t a b u l i  o n u  r o v n o běž -
k u ,  p á r  ž á ků  t v o ř í c í c h  d r u h o u  s k u p i n u  j i ž  vědě l o ,  ž e  t r a j ek to r i í  
b u d e  h l a v n í  k r u ž n i c e ,  j a k  b y l o  z  j e j i c h  n áč r t ků  p a t r n é .  N a  o t á z k u ,  
p r oč  pod l e  n i ch  t r a j ek to r i e  vypadá  z r o v n a  t a k h l e ,  o d p o v í d a l i ,  ž e  
k ružn i ce  mus í  bý t  s t e j ná ,  j ako  dvě  p ře d c h o z í .  
O s t a t n í  žá c i  s t á l e  j e š tě  n enah l éd l i ,  p roč  t omu  t ak  j e ,  p ro to  
j s me  s i  v y s vě t l i l i ,  ž e  j e l i k o ž  j e  ko u l e  s o umě r n á  p o d l e  s t ředu ,  
t r a j e k t o r i e  č l o věka ,  k t e rý  j de  po  n í  r ovně ,  mu s í  mí t  s k u t ečně  v ž d y  
s t e jný  t va r  bez  oh l edu  na  výchoz í  poz i c i ,  c ož  j s e m d e mo n s t r o v a l a  
t í m,  ž e  k o u l i  můž e me  v ž d y  n a t oč i t  t a k ,  a b y c h o m v ý c h o z í  b o d  
u mí s t i l i  n a  p o my s l n ý  r o v n í k  č i  p o l e d n í k .  V š e  j s me  p a k  z a k r e s l i l i  n a  
m o d e l  k o u l e  a  s k u t ečně  by lo  v idě t ,  ž e  n o v á  t r a j e k t o r i e  z  „ r o v n í k u “  
s e  l i š í  od  p ře d c h o z í  „ r o v n o běžky“  ( o b r .  5 4 ) .  Těm,  k t e r ý m t o t o  
v y s vě t l e n í  n e s t ač i l o  a  s t á l e  n a mí t a l i ,  ž e  s e  č l ověk  můž e  p o h y b o v a t  
r o v ně  i  po  něk te r é  j i né  rovnoběžce  než  rovn íku ,  pomoh l  p ř í k l a d  
r o v n o běž k y  v e l mi  b l í z k é  něk t e r é mu  z  p ó lů .  P o  z a k r e s l e n í  n a  m o d e l  
k o u l e  b y l o  p a t r n é ,  ž e  b y  č l ověk  o p i s o v a l  k o l ečk o  k o l e m j e d n o h o  
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mí s t a  a  r o z h o d ně  by  ne še l  r ovně .  Po t é  s e  zdá lo ,  ž e  v š i chn i  s t uden t i  
j i ž  do  p rob l ému  na h l éd l i .  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
     Obr .  54  
 
Ch tě l a  j s e m p a k  o d  s t u d e n tů  vědě t ,  co  mo hou  o  k ružn i c i ,  
k t e r á  t vo ř í  t r a j ek t o r i i  r ov ně  k r áče j í c í h o  č l o věka  na  pov rchu  
( z e mě ) k o u l e  ř í c i ;  b e z  p r o b l é mů  o d p o v í d a l i ,  ž e  j e  t o  k r u ž n i c e ,  k t e r á  
má  s t ře d  v e  s t ře d u  k o u l e ,  a  p o l o mě r  t e d y  r o v n ý  p o l o mě r u  k o u l e .  
S e z n á mi l a  j s e m s t u d e n t y  s  t í m,  ž e  t a k o v o u  k r u ž n i c i  n a z ý v á m e  
k ružn i c í  h l avn í .  
S h o d l i  j s me  s e  t e d y  n a  t o m,  ž e  t o  v y p a d á ,  ž e  p ř í mk u  n a  k o u l i  
r e p r e z e n t u j e  h l a v n í  k r u ž n i c e ,  a l e  b y l o  t řeba  t o  po tv rd i t ,  p ro to  j sme  
s e  n a  z á k l a dě  d e f i n i c e  p ř í m k y  j a k o  n e j k r a t š í  s p o j n i c e  d v o u  b o dů  
s n a ž i l i  do k á z a t ,  ž e  n e j k r a t š í  s p o j n i c í  d v o u  b odů  n a  k o u l i  j e  o b l o u k  
h l a v n í  k r u ž n i c e ,  a  t o  z h r u b a  t í mt o  z pů s o b e m:  
 
T a k ,  j a k o  l z e  v  r ov i ně  k a ž dý m i  d věm a  b o d y  p r o l o ž i t  p ř í m k u ,  
l z e  v é s t  n a  k o u l i  k a ž d ý m i  d věma body  h lavn í  k ru žn i c i .  Tak  j ako  j e  
p ř í m k a  ( r e s p e k t i v e  j e j í  čá s t  –  ú s ečk a  o h r a n iče n á  b o d y )  n e j k r a t š í  
s p o j n i c í  m e z i  d věm a  b o d y  v  r o v i ně ,  j e  h lavn í  k ru žn i ce  ( r e spek t i v e  
k r a t š í  čás t  j e j í ho  ob louku  ohran iče n é h o  b o d y )  n e j k r a t š í  s p o j n i c í  
m e z i  d věm a  b o d y  n a  k u l o v é  p l o š e .  Pr oč  t omu  tak  j e ,  s i  ukážeme  na  
obrázku .  
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Nakres l íme  na  kou l i  h lavn í  k ru žn i c i  ( o znač í m e  j i  k 1 )  a  j i n o u  
k ružn i c i  ( k 2 ) ,  k t e r á  m á  s  h l a v n í  k r u ž n i c í  d v a  s p o l ečn é  b o d y  
( o b r .  5 5 ) .  
V š e  j s me  z a k r e s l ova l i  n a  m íč  i  t a b u l i ,  s t u d e n t i  k r e s l i l i  n a  s v é  
m o d e l y .  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
     Obr .  55  
 
Je l i ko ž  v íme ,  ž e  h lavn í  k ru žn i ce  má  na  povrchu  kou l e  ne j vě t š í  
m o ž n ý  p o l o mě r ,  r o v n ý  p o l o mě ru  kou l e ,  j e  pa t rné ,  ž e  po lomě r  
k r u ž n i c e  k 1  ( h lavn í  k ru žn i ce )  j e  vě t š í  ne ž  po lomě r  k r u žn i c e  k 2 .  
M á m e  t e d y  d á n y  d vě  k ru žn i ce ,  j e j i ch ž  po lomě r y  s e  n e r ov n a j í  a  
k t e r é  m a j í  s p o l ečné  dva  body .  
Označ íme  s i  dé l ku  ob louku  AB  k ružn i ce  k 1  j a k o  x  a  d é l k u  
o b l o u k u  A B  k r u ž n i c e  k 2  j a ko  y .  C h c em e  t e d y  dok á z a t ,  ž e  x  j e  m en š í  
ne ž  y .  
 
O t á zk a  4 :  Jak  mohu  dokáza t ,  ž e  v zdá l enos t  x  j e  menš í  ne ž  
v z d á l e n o s t  y ?  
Z d e  s e  p o d l e  mé h o  n á z o r u  p ro j ev i l a  výhoda  t e chn i cké  s t ře d n í  
ško ly ,  když  něk t e ř í  z e  s t u de n tů  s a mi  n a v r h o v a l i ,  ž e  můž e me  k o u l i  
„ ř í z n o u t  těmi  dvěm a  k r u ž n i c e mi “ .  
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P r o v e d e m e  t e d y  ře z y  k o u l e  r o v i n a m i  o b s a h u j í c í m i  k r u ž n i c e  a  
s k lop íme  do  j edné  rov iny  ( ob r .  56  a ) ,  k ru žn i c i  k 2  p a k  j e š tě  
z o b r a z í me  v  o s o v é  s o u mě r n o s t i  s  o s o u  A B  (ob r .  56  b ) .  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
   a           b  
     Obr .  56  
 
Z  obrázku  j e  pa t rné ,  ž e  dé l ka  x  čás t i  ob louku  k ružn i ce  k 1  j e  
k r a t š í  n e ž  d é l k a  y  čá s t i  o b l o u k u  k r u ž n i c e  k 2 .  
Mů ž e m e  v y v o d i t  z á vě r :  M á m e  d á n y  d vě  k r u ž n i c e ,  j e j i c hž  
p o l o mě r y  s e  n e r o v n a j í  a  k t e r é  m a j í  s p o l ečn é  d v a  b o d y  A ,  B .  P a k  
čás t  ob louku  AB  k r užn i ce  s  menš ím  po lomě rem  bude  v ž dy  vě t š í  n e ž  
čás t  ob louku  AB  k ružn i ce  s  vě t š ím  po lomě rem .  Vždy  uvažu j eme  
k r a t š í  čás t i  ob louku ,  k t e r é  body  A  a  B  na  k ružn i c í ch  ohran iču j í .  
 
H l a v n í  k r u ž n i c e  j e  k r u ž n i c e  s  n e j vě t š ím  možným po lomě r e m ,  
k t e r o u  mů ž e m e  n a  k u l o v é  p l o š e  n a r ý s o v a t ,  j e l i k o ž  j e j í  p o l o mě r  s e  
rovná  po lomě r u  k u l o v é  p l o c h y .  J a k á k o l i  j i n á  n e ž  h l a v n í  k r u ž n i c e  n a  
p o v r c h u  k o u l e  t e d y  m u s í  m í t  m e n š í  p o l o mě r  n e ž  k r u ž n i c e  h l a v n í .  
Pro to  j e  ne j k ra t š í  spo jn i c í  dvou  bodů  n a  k u l o v é  p l o še  k r a t š í  čá s t  
o b l o u k u  h l a v n í  k r u ž n i c e ,  k t e r o u  těmi to  body  p ro lo ž íme .  H lavn í  
k r u ž n i c e  n a  p o v r c h u  k o u l e  t a k  r e p r e z e n t u j e  p ř í m k u .  
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N e z d á l o  s e ,  ž e  s  p ř i j mu t í m t o h o t o  důkazu  ma j í  s t uden t i  ně j a -
ký  p rob l ém.  Důk a z e m j s me  d o k o nč i l i  p rob rán í  t oho ,  co  po t ře b o v a l i  
vědě t  k  ú s pě š n é mu  ře šen í  ú loh  z  p r acovn ího  l i s t u .  
Z a t í mc o  těm,  k t e ř í  ú l o h y  ře š i l i  b e z  ú v o d n í  h o d i n y ,  b y l a  r e -
p r e z e n t a c e  p ř í mk y  n a  k o u l i  h l a v n í  k r u ž n i c í  p řed ložena  j ako  f ak t ,  
v  ú v o d n í  h o d i ně  mě l i  s t u de n t i  mož n o s t  z j i s t i t ,  p r oč  t o mu  t a k  j e .  
N a h l é d n u t í  d o  p o d s t a t y  věc i  v ž d y  z l e p š u j e  o r i e n t a c i  v  p r o b l é m u ,  
a  j a k  s e  uká z a l o ,  a n i  v  t o mt o  p ř í p a dě  t omu  ne by lo  j i nak .  
 
M o h l i  j sme  t e d y  p ř i s t o u p i t  k   dů s l edkům n e e u k l i d o v s k é  g e o -
me t r i e  a  z a j í ma v ý m ú l o h á m ,  s k r z e  něž  b y l o  c í l e m p o d p o ř i t  v e  
s t u d e n t e c h  z á j e m o  p o z n á n í  z á k o n i t os t í  s f é r i c ké  g e o me t r i e ,  u p e vn i t  
p ředs t avu  o  j e j i ch  fungová n í ,  p r eze n t o v a t  v a z b y  me z i  n e e u k l i d o v -
s k o u  a  e u k l i d o v s k o u  g e o me t r i í  a  r e á l n ý m s vě t e m  a  u mo ž n i t  
s t u d e n tům  l e p š í  z a ž i t í  n ače rpaných  pozna tků .  
 
 
5 )  ZAJ ÍMAVOSTI ,  ÚLOHY 
 
A b y  s i  s t u d e n t i  u věd o mi l i  dů s l e d k y  n e e u k l i d o v s k é  g e o m e t r i e  
v  r e á l né m  s vě tě  a  p o z n a l i  d e f o r ma c e  v z d á l e n o s t í ,  k e  k t e r ým  
d o c h á z í  p ř i  z o b r a z e n í  s vě t a  v  a t l a s e ,  t e d y  n a  r o v i ně ,  z v o l i l a  j s e m 
n e j p r v e  P ř í k l a d  1 .  
 
Př í k l a d  1 :  N a j dě t e  na  mapě  s vě t a  New  York  a  Madr id  a  vy -
z n ač t e  m e z i  n i m i  n e j k r a t š í  v z d á l e n o s t .  
P ř i  p o h l e d u  n a  m a p u  s vě t a  s t u d e n t i  vě t š i n ou  v o l i l i  řešen í  
z n á z o r něn é  n a  ob r .  57 .  Vysvě t l i l i  j sme  s i  t e d y ,  ž e  t o t o  j e  n e j k r a t š í  
v z d á l e n o s t  me z i  b o d y  o z n aču j í c í  mě s t a  n a  ma pě ,  a l e  n á s  z a j í má ,  j a k  
b u d e  v y p a d a t  n e j k r a t š í  v z d á l e n o s t  me z i  mě s t y  v  r e á l u .  
P o t é  něk te ř í  s t u d e n t i  j i ž  s p r á v ně  t v r d i l i ,  ž e  t o  b u d e  ně j a ký  
o b l o u k ,  j i n í  s i  s i t u a c i  n e do k á z a l i  p ře d s t a v i t .  Z a řa d i l a  j s e m t e d y  
P ř í k l a d  2 .  
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     Obr .  57  
 
Př í k l a d  2 :  N a j dě t e  New  York  a  Madr id  na  g lóbu  a  op i š t e  
n e j k r a t š í  v z d á l e n o s t ,  n a  z á k l a dě  t oho ,  co  j i ž  v í t e .  
V to mt o  p ř í p a dě  s t u d e n t i  n a  g l ó b u  i  v  n áč r t c í ch  op i sova l i  
o b l o u k  h l a v n í  k r u ž n i c e ,  s p o j u j í c í  New York  a  Madr id .  Na  zák l adě  
s r o v n á n í  t o h o t o  o b l o u k u  a  r o v n o běž k y ,  k t e r á  o bě  mě s t a  spo ju j e  a  
k t e r á  j e  z o b r a z e n a  i  v  a t l a s e  s vě t a ,  vě t š i n a  d o s u d  n e p řesvědče n ýc h  
r o v něž  d o š l a  k  t o m u ,  ž e  n e j k r a t š í  v z d á l e n o s t í  b u d e  o b l o u k  m e z i  
oběma  mě s t y .  V r á t i l i  j s me  s e  t e d y  zpě t  k  ma pě :  
 
O t á zk a  5 :  K t e r á  z e  d v o u  c e s t  z  N e w  Y o r k u  d o  M a d r i d u  v y -
z n ače n ý c h  n a  o b r á z k u  (ob r .  58 ,  [ 23 ,  s .  124 ] )  j e  t e d y  v  r e á l n é m  
s vě tě  k r a t š í ?  
Vě t š i n a  s t u d e n tů  už  vědě l a ,  ž e  t o  b u d e  c e s t a  v e d o u c í  p o  o b -
l o u k u .  U k á z a l o  s e  v š a k ,  ž e  ne  v š i c h n i  věn o v a l i  p o z o r n o s t  
p ře d c h á z e j í c í mu  v ý k l a d u ,  n e b o  mu  n e p o r o z u mě l i  t a k ,  j a k  t v r d i l i ,  
n e b oť  v e  t ř í dě  s t á l e  zů s t áva l a  skup inka  něko l ika  s t uden tů ,  k t e ř í  s e  
s  t í mt o  f a k t e m n e h o d l a l i  z t o t o ž n i t .  
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     Obr .  58  
 
U k á z a l i  j s me  s i  t e d y  o b r á z k y  (ob r .  59  a  60  [23 ,  s .  124 ] )  s e  
v z d á l e n o s t mi ,  j a k é  b y l y  v  r e á l u  n a mě ře n y .  P o  p r e z e n t a c i  těch t o  
o b r á z ků  s e  ve  t ř í dě  s t r h l a  v á š n i v á  d e b a t a ,  p ř i  k t e r é  o n a  s k u p i n k a  
s t u d e n tů  t v r d i l a ,  ž e  „ t o  n e n í  mož n é “ ,  a  t o  p ř i  p o h l e d u  n a  o b r á z e k  
z  a t l a s u  s vě t a  s  na mě ře n ý mi  v z d á l e n o s t mi  ( o b r .  6 0 ) .  P ře s t o ,  ž e  
p ře d c h á z e j í c í  čá s t  h o d i n y  b y l a  z a l o ž e n a  n a  o d v o z o v á n í  t o h o ,  ž e  t o  
m o ž n é  j e  a  p r oč ,  d e b a t a  mě  po tě š i l a ,  n e b oť  b y l o  v i dě t ,  ž e  j s o u  
s t u d e n t i  t é ma t e m z a u j a t i  a  n e n í  j i m l h o s t e j n é .  
P o u k á z a l a  j s e m t e d y  n a  t o ,  ž e  o b r .  5 9  j e  v  po d s t a tě  t o t o ž n ý  
s  o b r á z k e m ,  z e  k t e r é h o  j s m e  v y c h á z e l i  p ř i  důk a z u  t o h o ,  ž e  o b l o u k  
h l a v n í  k r u ž n i c e  j e  n e j k r a t š í  v z d á l e n o s t í  d v o u  b o dů  n a  k o u l i  
( o b r .  5 5 ) .  K o r e s p o n d e n c e  me z i  o b r .  5 9  a  6 0  j e  z ře j má ,  n e b oť  
p ř í mk a  s p o j u j í c í  mě s t a  n a  o b r .  6 0  j e  r o v n o běž n á  se  z n á z o r něný mi  
z e ms k ý mi  r o v n o běž k a mi ,  p r o t o  s e  m u s í  j e d n a t  o  čás t  k ružn i ce  
s  me n š í m p o l o mě r e m,  n e ž  má  k r u ž n i c e  h l avn í ,  j e l i kož  New Yo rk  
s  M a d r i d e m  n e l e ž í  n a  r o v n í k u .  V y s vě t l i l a  j s em pak  znovu ,  ž e  c e l é  
z k r e s l e n í  j e  dů s l e d k e m t o h o ,  ž e  a t l a s  z n á z o rňu j e  v  r o v i ně  mě s t a  a  
k o n t i n e n t y ,  k t e r é  v e  s k u t ečn o s t i  l e ž í  n a  k o u l i ,  a  j e l i k o ž  k o u l i  d o  
r o v i n y  r o z v i n o u t  n e l z e ,  d o c h á z í  k  d e f o r ma c í m  t v a rů  a  vzdá l enos t í .  
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            Obr .  59  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
     Obr .  60  
 
S t u d e n t i  p o t é  t v r d i l i ,  ž e  vš e  j i ž  c h á p o u ,  p o z dě j i  v š ak  na  
j e j i c h  ře še n í c h  ú l oh  z  p r a c ov n í c h  l i s tů  b y l o  p a t r n é ,  ž e  v  p r o b l é m u  
s t á l e  j e š tě  t á p a j í .  
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N a  z á vě r  j s e m p o z n a t k y  z  t é t o  ú l o h y  j e š tě  sh r n u l a  a  p ř i d a l a  
něk t e ré  za j í ma v o s t i :   
 
P o k u d  b y c h o m  s e  t e d y  c h tě l i  p l a v i t  v  c o  n e j k r a t š í m  ča s e  
z  New  Yorku  do  Madr idu ,  mus íme  p lou t  ne jd ř í v e  s mě rem  na  
s eve rovýchod ,  pak  s e  pozvo lna  s t oč i t  v í c  n a  j i h  a  n a k o n e c  n a  
j i h o v ý c h o d .  J e d n á  s e  o  s t e j n o u  k ř i v k u ,  p o  n í ž  b y  s e  p o h y b o v a l a  
n e r u š e ně  s e  ku tá l e j í c í  bowl ingová  kou l e  nebo  po  n í ž  p ř i  m igrac i  
l e t í  něk t e ř í  c h y t ř í  p t á c i  j a k o  k u l í k  h nědok ř í d l ý  n e b o  k o l i h a  
a l j a š s k á ,  t e d y  o  čás t  ob louku  h lavn í  k r u žn i ce ,  k t e rá  p rocház í  
d a n ý m i  d věma body  –  zde  New  Yorkem  a  Madr idem .  23   
 
S t u d e n t i  z  ú v o d u  h o d i n y  vědě l i ,  ž e  p á t ý  E u k l i dův  p o s t u l á t  j e  
ekv iva l en tn í  s  Py thago rovou  vě t o u ,  p r o t o  j s e m d o  h o d i n y  z a řa d i l a  
P ř í k l ad  3  ( [23 ] ) ,  j e d n a k  k  t o mu ,  a b y  s i  o vě ř i l i ,  ž e  n a  p o v r c h u  k o u l e  
Py thago rova  vě t a  n e p l a t í ,  j ed n a k  a b y  s e  j e š tě  b l í ž e  s e z n á mi l i  s e  
z ákon i t o s tmi  s f é r i cké  geome t r i e  na  pov rchu  zeměk o u l e ,  t e d y  
v  ob rovských  mě ř í t k á c h ,  a  v i dě l i  t a k  k o r e s p o n d e n c i  me z i  g e o me t r i í  
n eeuk l i dovskou  a  euk l i dovskou  a  pochop i l i ,  p roč  v n í má me  s vě t  
e u k l i d o v s k y ,  ačk o l i  ž i j e me  n a  p o v r c h u  k o u l e .  
 
Př í k l a d  3 :  P o d í v á m e  s e ,  j a k  t o  n a  k o u l i  v y p a d á  s  p r a v o ú h l ý m i  
t ro júhe ln í ky .  Na  mapě  ( o b r .  6 1  23 ,  s .  121  )  j e  v y z nače n o  mě s t o  
L i b r e v i l l e  v  G a b u n u  l e ž í c í  n a  n u l t é m  p o l e dn í k u  a  09°  v ý c h od n í  
d é l k y :  j e  s o učá s t í  v r c h o l u  p r a v o ú h l é h o  t r o j ú h e l n í k u .  K d y ž  s e  
p ře s u n e t e  o  1 2 °  n a  s e v e r ,  p ř i b l i ž ně  d o  m í s t ,  k d e  s e  n a c h á z í  K a n o  
v  N iger i i  a  o  24°  na  východ  do  Kampa ly  v  Ugandě ,  v y t v o ř í t e  
odvě sny  t oho to  t ro júhe ln í ku .  J edn í m  z e  z á k l a d n í c h  t e o r é mů  
e u k l i d o v s k é  g e o m e t r i e  j e  P y t h a g o r o v a  vě t a .  
K d y b y s t e  m e z i  těm i t o  mě s t y  c e s t o v a l i  n e j k r a t š í  m o ž n o u  c e s -
t o u ,  n a mě ř i l i  by s t e  t y t o  v z d á l e n o s t i :  
Kampa la  –  L ib rev i l l e :   2  671  km  
L i b r e v i l l e  –  K a n o :   1  3 3 5  k m  
K a n o  –  K a m p a l a :   2  9 6 9  k m  
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S t u d e n tům  j s e m z á r o v eň  u k á z a l a  o b r á z e k  z n á z o rňu j í c í ,  j a k  
s i t u a c e  v y p a d á  v  r e á l u  n a  z e měk o u l i  ( o b r .  6 2  2 3 ,  s .  1 2 1  ) .  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
     Obr .  61  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
     Obr .  62  
 
Čá s t  s t ude n tů  ově ř i l a  souče t  č t v e r ců  n ad  odvě s n a mi  
( 8  9 1 0  4 4 6  k m 2 ) ,  čá s t  č t v e r e c  n a d  p ře p o n o u  ( 8  8 1 4  9 6 1  k m 2 ) .  
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Nyn í  s e  pod í váme  na  mnohe m vě t š í  t r o j ú h e l n í k  t v o řený  mě s t y  
L i b r e v i l l e ,  i t a l s k ý m  C a g l i a r i  l e ž í c í m  n a  3 9 °  s e v e r n í  š í řky  a  Lér idou  
v  Ko lumb i i  na  71°  západn í  dé l ky .  
V z d á l e n os t i ,  k t e r é  b y s t e  n amě ř i l i :  
L ib rev i l l e  –  Lé r ida   8  902  km  
L é r i d a  –  C a g l i a r i   9  1 9 9  k m  
Cag l ia r i  –  L ib rev i l l e   4  450  km  
 
N y n í  j s me  o pě t  o vě ř i l i  s ouče t  č t v e r ců  n a d  o d vě s n a mi  
( 9 9  0 4 8  1 0 4  k m 2 )  a  n a d  p ře p o n o u  ( 8 4  0 1 5  5 5 6  k m 2 )  a  b y l o  v i dě t ,  ž e  
odchy lka  j e  t en tok rá t  mnohe m vě t š í .  
Ově ř i l i  j s me  t e d y ,  ž e  n a  p o v r c h u  z e měk o u l e ,  p o h y b u j e me - l i  
s e  v  o b r o v s k ý c h  v z d á l e n o s t e c h ,  P y t h a g o r o v a  vě t a  n e p l a t í  a  že  č í m  
vě t š í  j sou  vzdá l enos t i ,  t ím  vě t š í  j e  i  o d c h y l k a  o d  p r a v i d e l  
Py thago rovy  vě t y .  Z b ý v a l o  p o d í v a t  s e ,  j a k  t o  v y p a d á ,  z k r á t í m e - l i  
v z d á l e n o s t i  n a  p o u h é  d e s í t k y  k i l o m e t rů :  
 
P o k u d  v ša k  n e b u de t e  c h t í t  c e s t o v a t  p o  c e l é m  s vě tě ,  s poko j í t e  
s e  p o u z e  s  o k o l í m  P r a h y  a  u s k u t ečn í t e  z  c e n t r a  h l a v n í h o  mě s t a  
v ý l e t  d o  N e r a t o v i c ,  z  N e r a t o v i c  s e  za j ede t e  pod í va t  do  Unhoš tě  a  
p a k  s e  v r á t í t e  z pě t  do  cen t ra  ( ob r .  63 ) ,  namě ř í t e  t y t o  v z d á l e n o s t i :  
Praha  –  Nera tov i ce :   20  km  
Nera tov i ce  –  Unhoš ť :   29  km  
Unhoš ť  –  P r a h a :    2 1  k m  
 
Opě t  j s m e  s t e j n ým  z pů s o b e m  o vě ř i l i  s o uče t  č t v e rců  n a d  o d -
vě s n a mi  ( 8 4 1 k m 2 )  a  n a d  p ře p o n o u  ( 8 4 1 k m 2 ) .  
 
Z  výpoč tů  j s me  z j i s t i l i ,  ž e  p r o  p o mě r ně  m a l é  t r o j úhe l n í k y  
t edy  Py thago rova  vě t a  p l a t í .  V y s vě t l i l a  j s em s t u d e n tům,  ž e  j e  t o  
t í m,  ž e  p o l o mě r  z e měk o u l e  j e  t a k  v e l i k ý ,  ž e  k r á tké  vzdá l enos t i  na  
j e h o  p o v r c h u  s e  z d a j í  b ý t  v  r o v i ně .  Č í m  j e  v š a k  t ro j ú h e l n í k  n a  
Z e mi  vě t š í ,  t í m  vě t š í  j e  i  o dc h y l k a .  
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    Obr .  63  
 
U k á z a l i  j s me  s i  t a k é ,  ž e  v  dů s l edku  těc h t o  z á k o n i t o s t í  j e  
s o uče t  úh lů  v e  s f é r i ckém t ro júhe ln íku  vě t š í  n ež  180 º  a  s t uden t i  
d o s t a l i  z a  ú k o l  n a j í t  a  n ač r t n o u t  n a  s v é  mo d e l y  t r o j ú h e l n í k  s e  t řemi  
p r a v ý mi  ú h l y .  
 
Ú k o l  4 :  Nač r t ně t e  n a  k o u l i  t r o j ú h e l n í k ,  j e nž  m á  t ř i  p ravé  
úh l y .  
Něk t e ř í  z e  s t uden tů  n e vědě l i ,  j ak  ú lohu  uchop i t  a  kde  zač í t ,  
p r o t o  j s e m  ú l o h u  o pě t  p řeved l a  na  ú lohu  s e  z eměk o u l í  a  z a d á n í  p a k  
z ně l o  t a k ,  ž e  h l e d á me  p o l e d n í k ,  k te rý  bude  ko lmý  k  rovn íku  a  j i ný  
p o l e d n í k ,  k t e r ý  b u d e  k o l mý  k  r o v n í k u  i  k  p r v n í mu  p o l e d n í k u .  
S t u d e n t i  vědě l i ,  ž e  k  r o v n í k u  j e  k o l m ý  k a ž d ý  p o l e d n í k ,  s t ač i l o  t ed y  
j eden  zvo l i t  a  na j í t  j i ný ,  na  ně j  ko lmý .  Po t é ,  co  j sme  s i  j ako  p rvn í  
p o l e d n í k  z v o l i l i  p o l e d n í k  n u l t ý ,  v š i chn i  spo lup racu j í c í  s t uden t i  
vědě l i ,  ž e  h l edaný  po l edn ík  bude  po l e d n í k  d e v a d e s á t ý .  V š e  j s me  s i  
peč l i vě  nač r t l i  n a  m o d e l  k o u l e ,  n a  k t e ré m b y l  t r o j ú h e l n í k  s e  t řemi  
p r a v ý mi  ú h l y  z ře t e l ně  v i dě t .  
P o v a ž o v a l a  j s e m z a  u ž i t ečn é  s t u d e n t y  s e z n á mi t  s  něk t e r ý mi  
d a l š í mi  p a r a d o x y ,  s e  k t e r ý mi  s e  v e  s f é r i c k é  g e o m e t r i i  běžně  
s e t k á v á me .  P o s l o už i l  mi  k  t o mu  P ř í k l ad  4  [23 ,  s .  130 ] :  
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Př í k l a d  4 :  V e z mě t e  s i  o bruč  o  po lomě ru  1m .  Když  t u to  obruč  
r o z t oč í t e  ko l em  pasu ,  nacház í t e  s e  uvn i t ř  n í ?  Zdá  s e  ev iden tn í ,  ž e  
ano .  Pokud  t u to  obruč  po lo ž í t e  na  z em  a  s t oupne t e  s i  dopros t ře d ,  
j s t e  s t á l e  u v n i t ř ,  ž e?  Když  z vě t š í t e  po l o mě r  obr uče  n a  2  k i l o m e t r y ,  
b u d e  u ž  o p r a v d u  v e l k á ,  a l e  s  p o r o v n án í  s  p l a n e t o u  j e  s t á l e  m n o h e m  
m e n š í .  S t á l e  t e d y  mů ž e t e  t v r d i t ,  ž e  s e  o c i t á t e  u v n i t ř  o b r uče .  C o  
když  a l e  z vě t š í t e  j e j í  p o l o mě r  n a  6  4 0 0  k m  a  o n a  t eď  obep íná  
p l a n e t u  s t e j ně  j ako  r o v n í k ?  U ž  z ačn e t e  p o c h y bov a t ,  j e s t l i  j s t e  s t á l e  
j e š tě  u vn i t ř ,  n ebo  vně ,  n en í  t o  t ak?  Když  bude t e  po lomě r  o b r uče  
p o m y s l ně  d á l  z vě t šova t ,  t edy  odda lova t  od  s ebe  j e j í  obvod ,  obruč  s e  
z ačn e  v e  s k u t ečn os t i  s m r š ťo v a t .  N a k o n e c  b u d e  v y p a d a t  s t e j ně  j ak o  
n a  z ačá tku ,  s  po lomě r em  1m,  j e j í  s t ře d  s e  v š a k  b u d e  n a c h á z e t  
d a l e k o  od  v á s .  J a k o  b y s t e  s t á l i  m i mo  n i .  J a k  s e  l z e  d o s t a t  z e v n i t ř  
v e n  p o u h ý m  z vě t šován ím  obruče?  Po jmy  „za“ ,  „p ře d “ ,  „ u v n i t ř“  a  
„vně“  z d e  z t r á c e j í  n a  j ednoduchos t i .  Takové  ro zpory  j sou  p ro  
s f é r i c k ý  pr o s t o r  c ha r a k t e r i s t i c k é .  
 
 
6 )  DALŠÍ  DŮSLE D KY A VYUŽITÍ  NEEUKLI DOVSKÉ    
    GEOM ETRIE  
 
V  p o s l e d n í  čá s t i  h o d i n y  j s e m s e  s na ž i l a  s  p o moc í  s t u d e n tů  
s h rnou t ,  v  j akých  ob l a s t ech  můž e me  p o z n a t k y  z  n e e u k l i d o v s k é  
geome t r i e  využ í t ,  a  s eznámi l a  j s em j e  s  t ím ,  p ř i  j a k  dů l e ž i t é m  
o b j e v u  z  n i c h  b y l o  če rpáno .  
Na  o t ázku ,  v  j akých  ob l a s t ech  s e  neeuk l i dovská  geome t r i e  
u p l a tňu j e ,  s t u d e n t i  ( z ře j mě  p o d  v l i v e m p ře d c h á z e j í c í c h  ú l oh )  
n e jča s tě j i  jmenova l i  geog ra f i i ,  d á l e  pak  fyz iku  i  a r ch i t ek tu ru .  
S e z n á mi l a  j s e m s t r učně  s t u d e n t y  s  t í m,  ž e  n e e u k l i d o v s k o u  
g e o me t r i i  v y u ž i l  i  E i n s t e i n  v e  s vé  t e o r i i  r e l a t i v i ty ,  když  h l eda l  
ma t e ma t i c k ý  a p a r á t ,  p o mo c í  něhož  by  popsa l  svů j  o b j e v ,  t o t i ž  ž e  
tě l e s a  s v o u  h mo t n o s t í  z a k ř i v u j í  p r o s t o r  k o l e m s e b e .  A b y  s i  s t u d e n t i  
v š e  d o k á z a l i  p ře ds t a v i t ,  vy u ž i l a  j s e m  o b r .  1 5 .  D o š l i  j s me  t a k  
k  z a j í ma v é mu  dů s l e d k u ,  ž e  k d y b y  Z e mě  b y l a  me n š í  ( s  o b v o d e m 
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r o v n í k u  n a p ř .  p o uh ý c h  1 0 0  k m) ,  a l e  z a c h o v a l a  s i  s v ou  h mo t n o s t ,  
p ř i  j a s n é m  d n i  b y c h o m s i  v i dě l i  n a  z áda .  
N y n í  s e  v e  t ř í dě  s t r h l a  d a l š í  v á š n i vá  d e b a t a  o  t o m,  j e s t l i  j e  
něc o  t a ko v é h o  m o ž n é ,  j e s t l i  b y  p ak  č l o věk  mo h l  t r e f i t  s á m s e b e  
dop ře d u  v r ž e n ý m k a me n e m  a p o d .  Něk t e ř í  z e  s t uden tů  s e  z dá l i  b ý t  
p r o b l é me m  z a k ř i v ených  p ro s to rů  do s lova  kons t e rnován i  a  z a j íma l i  
s e  o  t o ,  j a k  j e  z a k ř i v e n  ve smí r  a  j a ko u  r o l i  v  z a k ř i vován í  p ro s to r u  
h r a j e  ča s .  N a  něk te r é  z  j e j i ch  o t ázek  j s e m o p r a v d u  n e d o k á z a l a  
odpovědě t .  
 
 
 7 )  POZNÁMKY K PRAC OVNÍM LISTŮM  
  
 V  závě r u  v y učo v a c í  h o d i n y  j s e m s t u d e n tům r o z d a l a  p ř í s l u š n é  
p r acovn í  l i s t y  a  vzh l edem k  ne jča s tě j š í m p r o b l é mům s t u de n tů  
z  p r v n í  f á z e  v ý z ku mu  j s e m  j e  u p o z orn i l a  na  t o ,  ž e ,  j ak  by lo  pa t rné  
i  z  n áč r t ků ,  k t e r é  j sme  p rovádě l i  v  h o d i ně ,  ve  s výc h  ře še n í c h  
n e mo h o u  o p u s t i t  p o v r c h  k ou l e .  K  t omu  j im mě l a  p o mo c i  p ře ds t a v a ,  
ž e  s v á  ře š e n í  z a k r e s l u j í  n a  p růh l e d n o u  k o u l i ,  t u  s i  p a k  p o s t a v í  p ře d  
s ebe  a  k r e s l í  j i  do  l i s t u  j a ko  mo d e l .  P o u ž i l a  j s e m i  p ř i r o v n á n í  k e  
k o n s t r u k c í m v  e u k l i d o v s k é  r o v i ně :  Pokud  do  ře š e n í  z a h r n o u  i  b o d y  
mi m o  k u l o v o u  p l o c h u ,  b u d e  t o t o  ře š e n í  o b d o b n é  s i t u a c i ,  k d y  b y  p ř i  
r ý s o v á n í  n a  l i s t  p a p í r u  mo h l i  r ý s o v a t  k ř i v k y  i  n a d  t í mt o  l i s t e m  a  
p o d  n í m.  N a p ř í k l ad  p ř i  z a dá n í  „ N ač r t ně t e  na  l i s t  pa p í r u  k r y c h l i “  b y  
v  j e j i c h  ře š e n í  b y l a  n a  l i s t u  p o u z e  z á k l ad n a  k r y c h l e  a  j e j í  z b y t e k  
b y  s e  v z n á š e l  v  p r o s t o r u  n a d  p a p í r e m .  J e  j a s n é ,  ž e  něc o  t a k o v é h o  
n e n í  mož né  a  n a  po v r c h u  ko u l e  j e  s i t u a c e  o b do b n á .  
 Aby  by lo  řešen í  ú loh  s t uden tům j a s ně j š í ,  dopo ruč i l a  j s em j i m,  
a b y  s i  n e j p r v e  z a k r e s l o v a l i  ře š e n í  n a  s v é  mo d e l y  k o u l e  a  p a k  t e p r v e  
do  p r acovn ího  l i s t u .  
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 7 .7 .1 .2  Shrnut í  úvodní  hodiny 
 
Úče l e m ú v o d n í  h o d i n y  b y l o  p ře d e v š í m s e z ná me n í  s t u d e n tů  
s  p o j me m  n e e u k l i d o v s k á  g e o me t r i e ;  mě l i  s e  d o z vědě t  něco  o  j e j í m  
pův o d u  a  p o d s t a tě  a  p o c h o p i t ,  ž e  v  n í  f u n g u j í  t r o c h u  j i n é  
zákon i to s t i ,  n ež  na  j aké  j sou  zvyk l í ,  a  po rozumě t  t o m u ,  p r oč  j e  
h l a v n í  k r u ž n i c e  „ p ř í mk o u  n a  k o u l i “ .  S k r z e  t y t o  k r o k y  mě l i  
p r o n i k n o u t  d o  s f é r i c k é  g e o me t r i e ,  a b y  b y l i  s c h o p n i  s a mos t a t ně  
p o z n á v a t  j e j í  d a l š í  z á k o n i t os t i  a  vyvozova t  v l a s tn í  z ávě r y .  Z á mě r ně  
j s em p ro to  nevo l i l a  j ako  náp lň  úvodn í  hod iny  ú lohy ,  k t e r é  by  by ly  
o b d o b n é  těm z  p r a c o v n í h o  l i s t u ,  a  v y h n u l a  j s e m s e  j a k ý mk o l i  
s o u dům o  rovnoběžnos t i  na  s f é ře .  Ře k l i  j sme  s i  p o u z e  t o ,  ž e  
s f é r i c k á  g e o me t r i e  p a t ř í  d o  g e o me t r i e  n e e u k l i d o v s k é ,  p r o  k t e r o u  
nep l a t í  pá tý  Euk l i dův  p o s t u l á t .  Ú l o h y  b y l y  t e d y  z a mě ře n y  p o u z e  n a  
n á z o r n o u  d e mo n s t r a c i  f a k t u ,  ž e  p ř ímka  j e  na  s f é ře  r e p r e z e n t ová n a  
h l avn í  k ružn i c í  a  ž e  zde  nep l a t í  t y  z ákony  geome t r i e ,  k t e r é  s t uden t i  
d o s u d  z n a l i .  Úča s t n í c i  v ý z k u mu  s e  t e d y  p ř i  ře š e n í  ú l o h  
z  p r a c o v n í c h  l i s tů  mus e l i  o p r a v d u  z a m y s l e t  n a d  dů s l edky  
s k u t ečn o s t í ,  s e  k t e r ý mi  s e  v  t é t o  h o d i ně  s e z n á m i l i ,  a  zc e l a  
s a mos t a t ně  o b j e v o v a t  p r a v i d l a  p r o  s fé r i c k o u  g e o me t r i i  p l a t n á .  
V  úvodn í  hod ině  s e  p r o j e v i l y  něk t e r é  d a l š í  v ý h o d y ,  k t e r é  
z a řa z e n í  n e e u k l i d o v s k é  g e o me t r i e  d o  v ý u k y  p ř i n á š í .  J e l i k o ž  
s t u d e n t i  p r o  ú s pě š n é  ře š e n í  ú l o h  s k u t ečně  n e p o t řeb u j í  z v l á š t n í  
věd o mo s t i ,  k t e r é  j e  t ře ba  těž c e  z í s ká v a t  p ř i  h o d i n á c h  ( něk te rými  
n e n á v i děn é )  ma t e ma t i k y ,  a l e  s t ač í  j i m  z n a l o s t i ,  k t e r é  j i ž  d á v n o  
n a b y l i  z  běž n ý c h  s i t u a c í ,  v e  k t e r ý c h  s e  s e t k a l i  s  t v a r e m k o u l e ,  
š a n c i  u s pě t  z d e  ma j í  i  ma t ema t i c k y  mé ně  z d a t n í  s t u d e n t i .  N a p ř í k l a d  
v  j e d n o m  z  p r v n í c h  r očn íků ,  v e  k t e r ý c h  j s e m ú v o d n í  h o d i n u  
z a řa d i l a ,  s e  z d á l  t é ma t e m  n e j v í c  z a u j a t  s t u d e n t ,  k t e r ý  b y l  d l e  
o b e c n é h o  mí něn í  p r o f e s o rů  v e  ško l e  považován  sp í š e  z a  s l ab š ího .  
T e n t o  s t u d e n t  b y l  p a k  v  řešen í  ú loh  ne jú spě š ně j š í  z  c e l é  t ř í dy .  
J e l i k ož  vě t š i n u  z  n á s  mo t i v u j e  k  vě t š í  s n a z e  a  o b l i bě  j i s t ého  obo ru  
s p í š e  ú s pěc h  v  d a n é  o b l a s t i ,  vě ř í m ,  ž e  i  n e e u k l i d o v s k á  g e o me t r i e  
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s v o u  p ř i t a ž l i vos t í  můž e  p ř i s pě t  k e  z v ý š e n í  z á j m u  s t u d e n tů  
o  ma t e ma t i k u .  
P ř i t a ž l i v o s t  n e e u k l i d o v s k é  g e o me t r i e  p o d l e  mé h o  n á z o r u  
s p oč í v á  v  t o m,  ž e  j e  o b k l o p e n a  j i s t ý m t a j e m n e m,  k t e r é  s t u d e n t i  
pozvo lna  poodha lu j í .  Na  začá tku  ne j sou  daná  p řesná  p r av id l a ,  na  
j a k á  j s o u  v  h o d i n á c h  ma t e ma t i k y  z v y k l í ,  a l e  n a  z á k l a dě  i nd i c i í  
p o s t u p ně  b u d u j í  n o v ý  s vě t ,  p o moc í  k t e r é h o  o b j e v u j í  j i n ý  p o h l e d  n a  
s k u t ečnos t .  
Z ře j mě  d í k y  t o mu  b y l i  s t u d e n t i  t é ma t e m n e e u k l i d o v s k é  g e o -
me t r i e  s k u t ečně  z a u j a t i ,  t é mě ř  v š i c h n i  v  h o d i ně  s po lup racova l i ,  
k r e s l i l i  n a  s v é  m o d e l y ,  h á d a l i  s e  n a d  něk t e r ý mi  s k u t ečn o s t mi  a  
s n a ž i l i  s e  d o z vědě t  v í ce ,  n e ž  j s em j i m původně  mě l a  v  p l á n u  
p r o z r a d i t .  D e b a t a  o  z a k ř i vených  p ro s to r ech  s e  s  něk t e r ý mi  z  n i c h  
p r o t á h l a  a ž  d o  p řes t ávky  a  můž u  ř í c i ,  ž e  t a t o  h o d i n a  b y l a  j e d n o u  
z  n e j p ř í j em ně j š í c h ,  k t e r é  j s e m z a  t ý d e n  s t r á v e n ý  s e  s t u d e n t y  
p rož i l a .  
J a k o  k a ž d é  t é ma ,  s a moz ře j mě  i  t o t o  p ř i ná še lo  svá  ú ska l í .  
S t u d e n t i  s e  v  p růběh u  h o d i n y  ča s t o  n e d o k á z a l i  o p r o s t i t  o d  t o h o ,  ž e  
z e měk o u l e  n á m  s l o u ž í  p o u z e  j a k o  m o d e l ,  a  s t á l e  a r g u me n t o v a l i  
s v ý mi  p o z n a t k y  z  g e o g r a f i e .  N a p ř í k l a d  něk te ř í  z  n i c h  t v r d i l i ,  ž e  
neeuk l i dovská  geome t r i e  na  pov rchu  Země  v e  s k u t ečn os t i  n e p l a t í ,  
j e l i k o ž ,  j a k  věd í  z  hod in  zeměp i s u ,  z e měk o u l e  v e  s k u t ečnos t i  kou l í  
nen í ,  neboť  j e  n a  p ó l e c h  z p l o š tě l á .  D á l e  a rg u me n t o v a l i  t í m ,  ž e  
z emský  pov rch  nen í  z ce l a  h l adký  a td .  Vysvě t l i l a  j s e m j i m,  ž e  
z e měk o u l e  j e  p r o  n á s  mo d e l e m a  j a k o  n a  d o k o n a l o u  k o u l i  s e  n a  n i  
d íváme  pouze  p ro  z j ednodušen í ,  n i cméně  a n i  t v a r ,  j a k ý  má  v e  
s k u t ečn o s t i ,  d o  r o v i n y  r o z v i n o u t  n e do k á ž e me .  P r o t o  n a  n í  z á k o n y  
n e e u k l i d ovs k é  g e o me t r i e  p l a t í ,  j ak  j s me  s i  o s t a t ně  dokáza l i  
v  p ř í k l adech  s e  vzdá l enos tmi .  Zoh l edňován í  g r a f i ckých  pozna tků  
v  ře š e n í  p ř í k l a dů  s e  v š a k  p o z dě j i  ob j e v i l o  i  v  p r a c o vn í c h  l i s t ec h ,  
j ak  bude  popsáno  v  da l š í  kap i t o l e .  
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 7.7 .2  Analýza  druhé fáze  výzkumu a  srovnání  
výs ledků  s  první  fází   
  
 C í l e m t é t o  p o d k a p i t o l y  j e  p ře d e v š í m s r o v n a t  o bě  f á ze  
v ý z k u mu  a  p o s o u d i t  v ý z n a m d a l š í ch  s l ožek  (úvodn í  hod ina ,  
u p r a v e n é  z a d á n í ,  m o d e l y  k o u l e )  p r o  ú s pě šnos t  s t uden t ských  ře š e n í ,  
p r o t o  z d e  j i ž  n e b u d o u  p o d r o b ně  p o p i s o v á n a  a  r o z e b í r á n a  řešen í  
j e d n o t l i v ý c h  ú l o h ,  a l e  z a mě ř í m  s e  p ře d e v š í m n a  o d l i š n o s t i  o d  
z á vě rů  ( p ř í p a d ně  s h o d n o s t i  s e  z á vě r y ) ,  ke  k t e rým docháze l i  
s t u d e n t i  v  p r v n í  f á z i  výzkumu .  J ak  j i ž  by lo  řečeno  v  kap i t o l e  7 . 4 ,  
p r o  k a ž d o u  z e  t ř í d  b y l a  z v o l e n a  j i n á  k r i t é r i a  s e z n á m e n í  s t u d e n tů  
s  n e e u k l i d o v s k o u  g e o me t r i í ;  z  dův o d u  z a c h o v á n í  o b j e k t i v i t y  a  
j e d n o z n ačně j š í c h  v ý s l e d ků  s e  z a mě ř í m  n e j p r v e  z v l á šť  n a  p r áce  
s t u d e n tů  p r v n í h o  r očn í k u  ( n e b oť  me z i  j e j i c h  ma t e ma t i c k ý m  
m y š l e n í m  a  myš l e n í m č t v rťá ků  b y l y  s a moz ře j mě  r o z d í l y )  a  p o k u s í m 
s e  v y s t i h n o u t  v l i v  ú v o d n í  h o d i n y  č i  up r aveného  zadán í  na  j e j i ch  
řešen í  a  po rovna t  ho  s  výs l edky  p r v n í  f á z e  v ý z k u m u ,  a ž  p o t é  
p r o b e r u  ře š e n í  s t ude n tů  č t v r t é h o  r očn íku  a  možnos t i  up raveného  
z a d á n í  o v l i v n i t  p o s t u p  s t e j n é h o  řeš i t e l e .  Oče k á v á m,  ž e  t a k  b u d o u  
p o t v r z e n y  č i  v y v r á c e n ý  d o mněn k y ,  k e  k t e r ý m j s e m  d o s pě l a  n a  
z á k l a dě  a n a l ý z y  v ý s l e d ků  p rvn í  f á ze ,  a  budu  moc i  uč i n i t  z ávě r y  
o  t o m,  j a k ý  z pů s ob  s e z n á me n í  s t u d e n tů  s  neeuk l i dovskou  geome t r i í  
j e  p r o  ně  p ř i j a t e l n ý  a  z a j í ma v ý .  V  d o s l o v n ý c h  u k á z k á c h  o pě t  
n e o p r a v u j i  s t y l i s t i c k é  c h y b y ,  p o u z e  c h y b y  g r a ma t i c k é .   
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7.7 .2 .1  Analýza  řešení  ú loh s tudentů  prvního 
ročníku 
 
F o r ma  a  t y p  z a d á n í :   V e r z e  1  s  ú v o d n í  h o d i n o u  ( 1 . G )  
 Ve rze  2  s  úvodn í  hod inou  (1 .D)  
 Ve rze  2  bez  úvodn í  hod iny  (1 .A)  
Ře š i t e l é :   S t u d e n t i  1 .  r očn íku  
F o r ma  v y p r a c o v á n í :   D Ú  
Ča s  n a  v y p r a c o v á n í :   T ý d e n  
Po můc k y :  M o d e l y  k o u l e  v  p o d o bě  míčků ,  j e ž  j e  možné  
pok re s l i t  
 
I .  Zad á n í :  
 
K o n s t r ukc e  v  r o v i ně  
Krok  1  Narýsu j t e  p ř í mk u .  P o j me n u j t e  j i  l .  
Krok  2   Na rýsu j t e  j i nou  p ř í m k u ,  k t e r á  n e má  ž á d n ý  s p o l ečn ý  b o d  
s  p ř í mk o u  l .  P o j m e n u j t e  j i  a .  
Krok  3  Narýsu j t e  p ř í mk u ,  k t e r á  m á  p r á vě  j eden  spo l ečn ý  b o d  
s  p ř í mk o u  l .  P o j m e n u j t e  j i  b .  
Krok  4  Narýsu j t e  p ř í mk u ,  k t e r á  m á  p r á vě  dva  spo l ečn é  b o d y  
s  p ř í mk o u  l .  P o j m e n u j t e  j i  c .   
Krok  5  Narýsu j t e  p ř í mk u ,  k t e r á  má  v í c e  n e ž  d v a  s p o l ečn é  b o d y  
s  p ř í mk o u  l .  P o j m e n u j t e  j i  d .  
 
V y š e t ře t e  
1 .     K t e r é  t y t o  k o n s t r u k c e  j s o u  m o ž n é  v  r o v i ně?  
2 .     K t e r é  z  va š i c h  p ř ímek  j sou  rovnoběžné?  P r oč?  
3 .     Vyše t ře t e  v šechny  možné  způ s o b y ,  j a k  s e  moh o u  d vě  růz n é     
       p ř í mk y  p r o t í n a t  v  r o v i ně .  
4 .     Odhadně t e :   
B u d o u  v a š e  z á vě r y  s t e j n é  p r o  h l a v n í  k r u ž n i c e  n a  k u l o v é  p l o -
š e?  
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U p r a v e n é  z a d á n í :  
3 .    P o p i š t e  v š e c h n y  m o ž n é  z pů s o b y ,  j a k  s e  m o h o u  d vě  různé  
p ř í mk y  p r o t í n a t  v  r o v i ně  ( p o l o h a  p ř í me k ,  p oče t  p rů s eč í -
ků ,  … ) .  
 
Ře š e n í  s t u d e n tů :  
 
Je l i kož  j sme  s e  v  úvodn í  hod ině  n ezabýva l i  pod robným p rob í -
r á n í m mo ž n o s t í  p r o t n u t í  d v o u  p ř í me k  v  r o v i ně  ( a l e  a n i  n a  k u l o v é  
p l o š e ) ,  s t u d e n t s k á  ře š e n í  vě t š i n y  b o dů  t é t o  ú l o h y  s e  n i j a k  z á s a d ně  
n e l i š i l a  o d  ře š e n í ,  k t e r á  uvá dě l i  s t u d e n t i  v  p r v n í  f á z i  v ý z k u mu .  
K r o k y  1  –  4  opě t  v y ře š i l i  t é mě ř  v š i c h n i  b e z  p r o b l é mů ,  p o k u d  
d o c h á z e l o  k  c h y b á m,  o p a k o v a l y  s e  t y  z  p ře d c h o z í  f á z e  v ý z k u m u .  
R o z d í l  n a s t a l  u  ú l o h y  3 .  T i ,  k t e ř í  ře š i l i  ú l o h y  v e  V e r z i  1 ,  mě l i  
s  uchopen ím ú lohy  s t á l e  po t í ž e  bez  oh l edu  na  t o ,  zda  abso lvova l i  
ú v o d n í  h o d i n u  n e b o  n e ,  a  něk t e ř í  n a  n i  n e o d p o v í d a l i  vůb e c .  T o t o  
j s o u  něk t e r é  z  odpověd í :   
-   K d y ž  n e j s o u  r o v n o bě žné ,  nebo  sp l ýva j í .  
-   V ždy  s e  budou  p ro t í na t  j en  v  j ednom bodě .  
 
S t u d e n t i ,  k t e r ý m s e  d o s t a l o  d o  r u k o u  u p r a v e n é  z a d á n í  V e r -
ze  2 ,  by l i  v  odpověd í c h  n a  ú l o h u  3  j i s tě j š í  a  p ře s ně j š í .  S i c e  s t á l e  
d o c h á z e l o  k  c h y b á m,  k d y  něk t e ř í  z apomně l i  d o  v ýč t u  uvés t  
něk t e r o u  z  mož n o s t í ,  t é mě ř  v š i c hn i  z d e  v š a k  z ača l i  p r a c ov a t  
s  p o j my  „ r o v n o běžnos t “ ,  „ růz n o běž n o s t “  a  „ t o t o ž n o s t “  a  n a  r o z d í l  
od  p ředchoz í ch  uvádě l i  i  ú p l n á  ře š e n í .  :  
-   R o v n o bě ž n é  –  0  p rů s eč í ků ,  rů z n o bě žné  –  1  p rů s eč í k ,  t o t o ž -
n é  –  v í c e  n e ž  2  p rů s eč í k y .  
-  Mů žou  bý t  t o to žné ,  rovnobě žné ,  nebo  rů z n o bě žné .  
-   R o v n o bě ž k y ,  rů z n obě ž k y  –  k o l m é ,  rů zné .  
-  Rů z n o bě žky  –  1 ,  t o to žné  –  v šechny .  
 
V  odpověd í c h  n a  o t á z k u  ú l o h y  4  by ly  pa t rné  rozd í l y  mez i  
s t u d e n t y ,  k t e ř í  ab so lvova l i  úvodn í  hod inu ,  a  těmi ,  k t e ř í  d o  
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n e e u k l i d o v s k é  g e o me t r i e  n e b y l i  p ře d e m z a s věc e n i .  S t u d e n t i  1 . A ,  
k t e ř í  s e  úvodn í  hod iny  neúča s t n i l i ,  s i  s i c e  vě t š i n o u  m y s l e l i ,  ž e  
j e j i c h  z á vě r y  p r o  k u l o v o u  p l o c h u  s t e j n é  nebudou ,  odpov ída l i  v šak  
p ř i r o ze ně  s t e j ně  j a k o  s t u d e n t i  z  p r v n í  f á z e  v ý z k u mu  vě t š i n o u  p o u z e  
j ednos lovně ,  n i kdo  z  n i ch  s e  n a v í c  n e p o k u s i l  s v é  z á vě r y  z dův o d n i t .  
V  každém z  p ř í p a dů  s e  vysky t l a  j edna  z  n á s l e d u j í c í c h  o d p o věd í :  
-   Ne .  
-  A n o .  
-   N e v í m ,  a s i  n e .  
N ikdo  ze  s t uden tů ,  k t e ř í  ú v o d n í  h o d i n u  a b s o l v o v a l i ,  s e  n e d o -
m n í v a l ,  ž e  p r o  k u l o v o u  p l o c h u  uč i n í  s t e j n é  z á vě r y .  Něk t e ř í  řeš i t e l é  
v  t é t o  ú l o z e  s vů j  z ávě r  zdůvodňo v a l i ,  ačk o l i  j e  k  t o mu  z a d á n í  
p ř í mo  n e v y b í z e l o ;  j e j i c h  a r g u me n t y  b y l y  n a v í c  s my s l u p l n é  a  
s r o z u mi t e l n é :  
-  N e  –  n a  k u l o v é  p l o š e  m o h o u  m í t  d vě  p ř í m k y  d v a  s p o l ečn é  
b o d y .  
-   N e  –  d á  s e  p r o v é s t  k r o k  4 .  
 
Závě r :  
  
 V úvodn í  hod ině  j s me  r o v i n u  a  z á k o n i t o s t i  v  n í  p l a t n é  u ž í v a l i  
p o u z e  k e  s r o v n á n í  s e  z á k o n y ,  k t e r é  p l a t í  n a  k u l o v é  p l o š e .  P o  
s r o v n á n í  řešen í  ú loh  t ýka j í c í ch  s e  r ov i ny  s t uden ty  z  p rvn í  a  d ruhé  
f á z e  v ý z ku mu  l z e  ř í c i ,  ž e  ú v o d n í  h o d i n a  s t u den ty  n i j ak  neov l i vn i l a  
v  c h á p á n í  r o v i n y  a  v  p r o d u k c i  z á vě rů  p r o  r o v i n u  p l a t n ý c h .  
 V  p ř í p a dě  ú l o h y  3  by lo  v idě t ,  j a k  l z e  p o uz e  z p ře sněn ý m 
z a d á n í m s t u d e n ta  n a s mě rova t  ke  sp r ávnému  ře š en í .  J a kmi l e  
s t u d e n t i  p o c h o p i l i ,  c o  p řesně  j e  v  ú loze  j e j i ch  úko l em,  ne mě l i  
s  ře š e n í m  z á s a d ně j š í  po t í ž e .  
 N a  v y j á d řen í ch  s t uden tů  v  ú l o z e  4  b y l o  v i dě t ,  ž e  j i m ú v o d n í  
h o d i n a  z ře j mě  p o m o h l a  k  l e p š í  o r i e n t a c i  v  p r o b l é mu ,  n e b oť  ačk o l i v  
n a v š těv u j í  t e p r v e  p r v n í  r očn ík ,  j sou  j e j i ch  odpověd i  v ý s t i ž ně j š í  ne ž  
odpověd i  s t u d e n tů  r očn íku  t ře t í h o  a  s vědč í  o  l ep š ím  vh l edu  do  
s f é r i c k é  g e o me t r i e .  
  130
Upravené  zadán í ,  př i d a n é  d o  p r a c o v n í h o  l i s t u  V e r ze  2  n a v í c :  
 
Z o p a k u j t e  s i  d e f i n i c i  p ř í m ky  v  r o v i ně .  
Co  mů ž e m e  t e d y  ř í c t  o  p ř ímce  p rocháze j í c í  dvěm a  b o d y ?  ( u v a ž u j t e  
v z d á l e n o s t  d v o u  b o dů )  
 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
 
 
 
N a  z á k l a dě  t oho ,  co  j s t e  s i  zopakova l i ,  s e  z a m y s l e t e  n a d  t í m ,  
p r oč  j s o u  n a  k u l o v é  p l o š e  p ř í m k y  r e pr e z e n t o v án y  p r á vě   
h l a v n í m i  k r u ž n i c e m i .  
K  j akým  závě rům  j s t e  d o s pě l i ?  
 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .   
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
 
 N ikdo  ze  s t uden tů ,  k t e r ý m s e  d o s t a l a  d o  r u k o u  V e r z e  2  
s  n á v o d n ý mi  o t á z k a mi ,  n e o d p o vědě l ,  ž e  o b l o u k  h l a v n í  k r u ž n i c e  j e  
n a  k u l o v é  p l o š e  n e j k r a t š í  v z d á l e n o s t í  d v o u  b o dů ,  b e z  o h l e d u  n a  t o ,  
j e s t l i  a b s o l v o v a l i  ú v o d n í  h o d i n u ,  č i  n i k o l i .  
 Něk t e ř í  z  těch ,  k t e ř í  n e p r o š l i  ú v o d n í  h o d i n o u ,  vědě l i ,  ž e  
p ř í mk a  v  r o v i ně  s p o j u j e  d v a  b o d y  n e j k r a t š í m z pů s o b e m,  n e d o k á z a l i  
v š a k  t v r z e n í  a n a l og i c k y  p ře v é s t  n a  o b l o u k  h l a v n í  k r u ž n i c e .  Čas to  
s e  vysky tova ly  odpověd i ,  ž e  p ř í mk a  má  p ře s ně  daný  smě r  a  j e  
r e p r e z e n t o v á n a  h l a v n í  k ružn i c í ,  p ro tože  t a  má také  s t á l e  s t e j ný  
s mě r .  
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 D a l š í  o d p o věd i  s vědč i l y  o  t o m,  ž e  s t u d e n t i  o pě t  u v a ž u j í  b o d y  
mi m o  k o u l i :  
 -  N a  k u l o v é  p l o š e  j s o u  p ř í mk y  r e p r e z e n t o v á n y  h l a v n í mi  
k ružn i cemi ,  p r o t o ž e  p rů seč í k y  h lavn í ch  k ružn i c  u rču j í  
p ř í m k u ,  k t e r á  u rč í  p růmě r  k o u l e .  
 
Ob j ev i l  s e  i  s t uden t ,  j ehož  z ře j mě  z má t l  o b r á z e k ,  k t e r ý  mu  
mě l  v  ře š e n í  p o mo c i ,  k d y ž  n a  p r v n í  o t á z k u  o d p o v ědě l :  
-  Vzdá lenos t  dvou  bodů  na  p ř ímce  j e  rovna  v zdá l enos t i  p rů -
s eč í ků  z o b r a z e n ý c h  e l i p s .  
 
Ž á d n o u  z  o d p o věd í  s t u d e n tů ,  k t e ř í  n ep roš l i  úvodn í  hod inou ,  
n e b y l o  m o ž n é  u z n a t  z a  s p r á v n o u .  
 
Z á vě ry  s t uden tů ,  k t e ř í  úvodn í  hod inou  p ro š l i ,  s e  n i j a k  p a t r ně  
n e l i š i l y ,  j ak  j i ž  by lo  uvedeno ,  ča s t o  s e  v y s k y t o v a l y  z á vě r y  p o d o b n é  
v ý š e  u v e d e n ý m,  j e j i c h  f o r m u l a c e  by l y  v š a k  vě t š i n o u  p ře s ně j š í  a  
s r o z u mi t e l ně j š í ;  něk d y  d o c h á z e l i  k  z a j í ma v ý m p o s t ře hům:  
-  K d y ž  s e  n e j e d n á  o  h l a v n í  k ru ž n i c i ,  t a k  s e  j e d n á  o  k ř i v ku .  
 
Něk t e ř í  p ř i  s v ý c h  ú v a h á c h  p ř i š l i  n a  n o v o u  d e f i n i c i  p ř í mk y ,  
k t e r á  s e  v š a k  v  ma t e ma t i c k é m  s vě tě  z ře j mě  n e u j me :  
-  P ř í m k a  j e  k r u ž n i c e  s  b o d y  s t e j ně  v zdá l enými  od  s ebe .  
-  J e  t o  p ř í m k a .  M á  d v a  b o d y .  (Odpověď  n a  o t á z k u  „ c o  můž e -
me  ř í c t  o  p ř í mc e  p r o c h á z e j í c í  d věma  body . “ )  
  
Závě r :  
 
J e  z a j í m a v é ,  ž e  s t u d e n t i ,  k t e ř í  ab so lvova l i  úvodn í  hod inu ,  
n e d o k á z a l i  p o p s a t  h l a v n í  k r u ž n i c i  ( r e s p .  j e j í  o b l o u k )  j a k o  n e j k r a t š í  
v z d á l e n o s t  d v o u  b o dů .  S  t ou to  sku t ečn o s t í  j s me  t o t i ž  v  ú v o d n í  
h o d i ně  p r acova l i ,  když  j sme  s i  o svě t l o v a l i ,  p r oč  p ř í mk a  h l a v n í  
k ružn i c i  r ep r ezen tu j e .  J e l i kož  v šak  s t uden tům n e b y l  v  h o d i ně  
p o s k y t n u t  n á v o d  n a  řešen í  vě t š i ny  o s t a tn í ch  ú loh  z  p r acovn ího  
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l i s t u ,  mo ž n á  j i m b y l o  d i v n é ,  ž e  b y c h  s e  p t a l a  n a  t o ,  c o  j s me  s i  u ž  
ř í k a l i ,  a  s n a ž i l i  s e  u v é s t  j i n é  důvody  obha ju j í c í  h l avn í  k ružn i c i  
j a k o  p ř ímku  na  kou l i .  
V  každém p ř í p a dě  z  ře š e n í  s t u d e n tů  vyp lynu lo ,  ž e  pouze  t y to  
n á v o d n é  o t á z k y  n e s t ač í  k  t o m u ,  a b y  s i  u věd o m i l i ,  ž e  o b l o u k  h l a vn í  
k ružn i ce  j e  ne jk r a t š í  spo jn i c í  dvou  bodů ,  a  m o h l i  t a k  ú s pě š ně  ře š i t  
ú l o h u  13 .  M o ž n é  j e  p a k  u v é s t  v í c e  o t á z e k ,  k t e r é  b y  k  t o mu t o  f a k t u  
s t u d e n t y  p o s t u p ně  doved ly  podobně  j a k o  v  ú v o d n í  h o d i ně  ( o t ázky  
o  t r a j e k t o r i i  r o v ně  j d o u c í h o  č l o věka  apod . ) .  
 
 
I I .  Zadá n í :  
 
K o n s t r ukc e  n a  k u l o v é  p l o š e  (na  kou l i )  
5 .    S t e j n é  k r o k y ,  k t e r é  j s t e  p r o v e d l i  v  r o v i ně ,  p roveď t e  n a  k u l o v é  
p l o š e  ( n a  k o u l i ) ,  j e n  n a h r aď t e  p ř í m k y  h l a v n í mi  k r u ž n i c e mi  
( p o u z e  n ač r t ně t e  ob r á z e k) .  S l e d u j t e ,  k t e r é  k o ns t r u k c e  j s o u  n a  
k u l o v é  p l o š e  mož n é .  
 
V y š e t ře t e  
6 .    Vyše t ře t e  v šechny  způ s o b y ,  j a k  s e  mo h o u  d vě  h l a vn í  k r už n i c e  
p ro t í na t  na  ku lové  p lo še .  
7 .     M o h o u  b ý t  d vě  h l a v n í  k r u ž n i c e  někdy  rovnoběžné?  
 
 
U p r a v e n é  z a d á n í :  
 
Ne zapom eň t e ,  že  př i  ře š e n í  př í k l adů  n a  k u l o v é  p l o š e  n e s m í t e  
p o v r c h  k o u l e  o p u s t i t  a  u v a žo v a t  ře š e n í  m i m o  ně j .  Pře d s t a v t e  s i ,  
ž e  svá  ře š e n í  zak r e s l u j e t e  n a př í k l ad  n a  m íče k .  
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5 .    S t e j n é  k r o k y ,  k t e r é  j s t e  p r o v e d l i  v  r o v i ně ,  p roveď t e  n a  k u l o v é  
p l o š e  ( n a  k o u l i ) ,  j e n  n a h r aď t e  p ř í mk y  h l a v n í mi  k r u ž n i c e mi  
( n ač r t ně t e  o b r á z e k  n a  z n á z or něn o u  k o u l i ) .   
 S l e d u j t e ,  k t e r é  k o n s t r u k c e  j sou  na  ku lové  p lo še  možné .  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
7 .    M o h o u  b ý t  d vě  h l a v n í  k r u ž n i c e  někdy  rovnoběžné?  
 
 
Ře š e n í  s t u d e n tů :  
 
U těch to  ú loh  s e  p rocen to  ú spě š no s t i  o p r o t i  p r v n í  f á z i  v ý -
z k u mu  p o d s t a t ně  z v ý š i l o ,  a  t o  j a k  s t u d e n tů ,  k t e ř í  s e  z úča s t n i l i  
ú v o d n í  h o d i n y ,  t a k  u  těc h  k t e ř í  ú v o d n í  h o d i n u  n e mě l i ,  ře š i l i  v ša k  
ú l o h y  v  u p r a v e n é m z a d á n í  Ve r z e  2 .   
Z e  v š e c h  ře š i t e lů ,  k t e ř í  ab so lvova l i  úvodn í  hod inu ,  by l i  neú -
s pě š n í  p o u z e  t ř i  ( z  t o h o  d v a  ře š i t e l é  V e r z e  1 ,  j eden  ve  Ve rz i  2 ) ,  
k t e ř í  s e  b uď  d o m n í v a l i ,  ž e  e x i s t u j í  r o v n o běž n é  h l a v n í  k r u ž n i c e  a  
n e d o k á z a l i  p o p s a t  z pů s o b y  j e j i c h  p r o t n u t í  n a  k u l o v é  p l o š e  
( o b r .  6 4 ) ,  nebo  odpov ída l i  ne smys lně :  
-  5 .  -  
  6 .  K d y ž  b u d o u  k o l m é  n a  s e b e .  
 7 .  Ne  
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O s t a t n í ,  t e d y  n a p r o s t á  vě t š i n a  ře š i t e lů ,  b y l i  čás t ečně  č i  z c e l a  
ú s pě š n í .  N e jča s tě j š í  p ř í pa dy  ře š e n í  i l u s t r u j í  ob r .  65 ,  66  a  67 .   
 
 
 
 
 
 
 
 
 
     Obr .  64  
 
 
             
 
 
 
    
   
     Obr .  65  
 
 
 
 
 
  
 
 
 
 
 
 Obr .  66                 Obr .  67  
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Z a j í ma v é  j e ,  ž e  i  s t u d e n t i  z  1 . A ,  k t e ř í  n e a b s o l v o v a l i  ú v o d n í  
h o d i n u ,  b y l i  v  těc h t o  ú l o h á c h  d a l e k o  ú s pě š ně j š í  n e ž  ře š i t e l é  z  p r vn í  
f á z e  v ý z k u mu .  Něk t e ř í  ú l o h y  n e v y p l n i l i ,  vě t š i na  v šak  uved l a  
čá s t ečně  n e b o  z c e l a  s p r á v n é  ře š e n í ,  i  k d y ž  j e j i c h  f o r mu l a c e  n e b y l y  
t a k  p řesné  j ako  u  těch ,  k t e ř í  s e  ú v o d n í  h o d i n y  z úča s t n i l i .  Z ře jmě  
j i m  t e d y  p o mo h l o  u p r a v e n é  z a d á n í  s  p ře d kr e s l e n o u  k o u l í ,  j i ž  
ře š i t e l é  vy u ž í v a l i  k  n ač r t n u t í  o b r á z ků  a  n a  z á k l a dě  j e j i ch  posouzen í  
p a k  d o c h á z e l i  k e  s p r á v n ý m z á vě rům ( o b r .  6 8 ,  6 9 ) .  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 Obr .  68           Obr .  69  
 
P ředk re s l ený  ob rázek  využ íva l i  i  s t u d e n t i  1 . D ,  k t e ř í  ře š i l i  
p ř í k l a d y  V e r z e  2  v  n á v a z n o s t i  n a  ú v o d n í  h o d i n u ;  p r o  t y ,  k t e ř í  
ú v o d n í  h o d i n u  a b s o l v o v a l i ,  s e  v š a k  t a t o  p o mo c  z d á  z b y t ečná ,  neboť  
v š i c h n i  s t u d e n t i  1 . G ,  k t e ř í  v y p lňo v a l i  V e r z i  1 ,  d o k á z a l i  n ač r t nou t  
v l a s t n í  ko u l i  i  s e  s v ý m ře š e n í m,  j a k  j e  p a t rn é  z  ob r .  64  a  65 .  
Něk t e ř í  v  ú loze  5  a n i  o b r á z e k  n e k r e s l i l i  a  r ov n o u  s p r á v ně  
odpov ída l i :  
-   2 )  H l a v n í  k r u ž n i c e  n e m o h o u  b ý t  r o v n o bě ž n é .  
 3 )  H l a v n í  k r u ž n i c e  n e m o h o u  m í t  p o u z e  j e d e n  s p o l ečný  bod .  
 4 )  H l a v n í  k r u ž n i c e  m a j í  p r á vě  d va  spo l ečné  body .  
 5 )  H l a v n í  k r u ž n i c e  j s o u  t o t o ž n é .  
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Z a  v e l mi  p o z i t i v n í  p o v a ž u j i  f ak t ,  ž e  an i  v  j ednom z  p ř í p a dů ,  
b e z  o h l e d u  n a  z a řa z e n í  ú v o d n í  h o d i n y ,  n e d o š l o  k e  s n a z e  
t r a n s f o r mo v a t  k o u l i  d o  r o v i n y ,  j a k  t o mu  b y l o  u  s t u d e n tů  z  p r vn í  
f á z e  v ý z k u mu .   
 
Závě r :  
 
 Z ře š e n í  j e  v i dě t ,  ž e  ú v o d n í  h o d i n a  p o z i t i v ně  ov l i vn i l a  
p ře d s t a v i v o s t  s t u de n tů  a  j e j i c h  c h ápá n í  z á ko n i t o s t í  p l a t í c í c h  n a  
p o v r c h u  k o u l e .  Z a t í mc o  s t u d e n t i  z  p r v n í  f á z e  v ý z ku mu ,  k t e ř í  
ú v o d n í  h o d i n u  n e a b s o l v o v a l i ,  ča s t o  z a měňo v a l i  k r u ž n i c i  h l a v n í  z a  
j akouko l i  k ružn i c i ;  zde  s e  t aková  záměn a  o b j e v i l a  p o u z e  v e  d v o u  
v ý š e  z miňo v a n ý c h  p ř í p a d e c h ,  c o ž  s vědč í  o  dob rém pochopen í  
p o j mu  „ h l a v n í  k r u ž n i c e “ ,  j e ž  j e  z á k l a d n í m p ře d p o k l a d e m  p r o  
ú s pě š n é  ře š e n í  ú l oh  vě t š i n o u  s t u d e n tů .  
P r o j e v i l  s e  z d e  t a ké  p o z i t i vn í  v l i v  p ředk re s l eného  ob rázku  na  
ře š e n í  ú l o h  těmi  s t u d e n t y ,  k t e ř í  ú v o d n í  h o d i n u  n e mě l i .  S tuden t i  
z  p rvn í  f á ze  s i  nez ř í dka  nevědě l i  r ady  s  uchopen ím ú lohy ,  když  s e  
s n a ž i l i  k r u ž n i c e  z n á z o rňo v a t  v  r o v i ně ,  kde  s e  s i t uace  j ev í  
z k r e s l e ně .  Z d e  v š a k  k  p o d o b n é  t r a n s f o r ma c i  n e d o š l o ,  z ře j mě  p r o t o ,  
ž e  p ře d kr e s l e n ý  ob r á z e k  k  t o mu  n e d á v a l  ře š i t e lům p ř í l i š  mno h o  
m o ž n o s t í  a  mo h l  j i m p o m o c i  u j a s n i t  s i  z pů s o b ,  j a k ý m j e  t ře b a  
p o d o b n é  ú l o h y  řeš i t .  S t u de n t i  pa k  p ř i r o z e ně  p ř i j a l i  kou l i  j ako  
j e d i n ý  p r o s t o r  k  z a k r e s l o v á n í  ře š e n í ,  k d e  j e  m o ž n é  s n a d n o  o d h a l i t  
r o z d í l  me z i  h l a v n í  a  ved l e j š í  k ružn i c í ,  a  poče t  sp r ávných  odpověd í  
s e  v ý r a z ně  z v ý š i l .   
 
I I I .  Zad á n í :  
 
Srovne j t e  rov inu  a  ku lovou  p lochu   
8 .    U rče t e ,  ko l i k  p o s t ře hů  můž e t e  uč i n i t  o  p rů s eč í ku  dvou  p ř í me k  
v  r o v i ně  a  p rů s eč í ku  dvou  h l avn í ch  k ruž n i c  na  ku lové  p lo še  
( k d y  j e  0 ,  1 ,  2 ,  v í c e  p rů s eč í ků ,  … ) .  Z a z n a me ne j t e  j e  d o  s r o v -
n á v a c í  t a b u l k y .  P ř i d e j t e  t o l i k  řá d e k ,  k o l i k  p o t ře b u j e t e .  
  137
U p r a v e n é  z a d á n í :  
8 .   Urče t e ,  ko l i k  p o s t ře hů  můž e t e  uč i n i t  o  p rů s eč í ku  dvou  p ř í me k  
v  r o v i ně  a  p rů s eč í ku  dvou  h l avn í ch  k ruž n i c  na  ku lové  p lo še  
(po loha  a  j í  odpov ída j í c í  poče t  p rů s eč í ků ,  o d p o v í d a j í c í  n á z v y  
p ř í me k  v  p ř í s l u š n é  p o l o z e ;  k d y  j e  0 ,  1 ,  2 ,  v í c e  p rů s eč í ků ,  j a k é  
j s o u  d a l š í  p o s t ře hy ,  r o z d í l y ,  z v l á š t n o s t i ) .  Za z n a me n e j t e  j e  d o  
s rovnávac í  t abu lky .  P ř i d e j t e  t o l i k  řádek ,  ko l i k  po t řebu j e t e .  
 
Ře š e n í  s t u d e n tů :  
 
Poče t  s p r á v n ý c h  ře š e n í  t é t o  ú l o h y  s e  o p r o t i  p r v n í  f á z i  v ý z k u -
mu  opě t  z v ý š i l ,  n e s p r á v n á  č i  n eúp lná  ře š e n í  v š a k  n a d  s p r á v n ý mi  
s t á l e  p řevažova l a  u  s t uden tů ,  k t e ř í  ře š i l i  ú l ohy  Ve rze  1 ,  a  t o  i  
u  těch ,  k t e ř í  n a  da l š í  o t ázky  odpov ída l i  sp r ávně .  Vě t š i n a  ře š i t e lů  
v  t é t o  ú loze  neúspě š n ý c h  t a b u l k u  n e v y p l n i l a  vůbec .  V  j ednom 
z  p ř í p a dů  s e  s t u de n t ,  z ře jmě  o v l i v něn  f o r m u l a c í  z a d á n í  V e r z e  1  
( b e z  o h l e d u  n a  s p e c i f i k a c i  v  z á v o r c e ) ,  z a b ý v a l  p o u z e  p ř í p a de m,  
k d y  s e  p ř í mk y  a  h l a v n í  k r u ž n i c e  p r o t n o u  (ob r .  70 ) .  S  oh l edem na  
t en to  f ak t  v šak  ú lohu  vy ře š i l  s p r á v ně .  
 
 
     Obr .  70  
 
N a p r o t i  t o mu  s t u d e n t i ,  k t e r ý m s e  d o s t a l a  d o  r u k o u  V e r z e  2  s e  
z p ře s něný m z a d á n í m,  z a z n a me n a l i  vě t š í  ú s pěc h ,  b e z  o h l e d u  n a  t o ,  
zda  abso lvova l i  úvodn í  hod inu ,  č i  n i k o l i v .  I  k d y ž  něk t e ř í  
vyp lňova l i  do  t abu lky  pouze  úda j e  p l a t n é  p r o  r o v i n u  ( o b r .  7 1 ) ,  
vě t š i na  vyp ln i l a  t abu lku  a l e spoň  čás t ečně  s p r ávně  (obr .  72  –  77) .  
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            Obr .  71  
 
T o t o  j s ou  něk te r á  ře š e n í  s t u d e n tů ,  k t e ř í  a b s o l v o v a l i  ú v o d n í  
hod inu :   
 
 
     Obr .  72  
 
     Obr .  73  
 
     Obr .  74  
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A t ak to  ú lohu  ře š i l i  s t uden t i  i  b ez  úvodn í  hod iny :  
 
 
     Obr .  75  
 
                Obr .  76  
 
     Obr .  77  
Závě r :  
 
Nezdá  s e ,  ž e  by  úvodn í  hod ina  ně j ak  zá sadně  o v l i v n i l a  s t u -
d e n t y  v  ře š e n í  t é t o  ú l oh y .  I  k d y ž  j s e m  z a z n a me n a l a  n á rů s t  
sp r ávných  řešen í  u  s t uden tů  ře š í c í c h  V e r z i  1 ,  k t e ř í  s e  ú v o d n í  
h o d i n y  z účas tn i l i ,  n eby l  n i j ak  vý r a z n ý .  Z  t o h o ,  ž e  t a b u l k u  
nevyp ln i l i  s p r ávně  an i  t i  z  těch to  s t uden tů ,  k t e ř í  b y l i  v  řešen í  
z b y l ý c h  ú l o h  p řevážně  ú s pě š n í ,  a  p r o k á z a l i  t a k  d o b r ý  v h l e d  d o  
s f é r i c k é  g e o me t r i e ,  v y p l ý v á ,  ž e  p r o b l é m,  k t e r ý  něk t e ř í  ře š i t e l é  
s  t o u t o  ú l o h o u  mě l i ,  z ře j mě  o p r a v d u  v y v s t á v a l  z e  z a d á n í ,  k t e r é  
j s e m p r o  V e r z i  2  b l í ž e  spe c i f i k o va l a .  P o t v r d i l y  t o  i  v ý s l e dky  
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s t u d e n tů  ře š í c í c h  V e r z i  2 ,  k t e ř í  úvodn í  hod inu  neabso lvova l i ,  
p řes to  v šak  by l i  v  ře š e n í  t é t o  ú l o h y  ú s pě š ně j š í .  J a k  s e  da l o  
p ředpok l áda t ,  ne j zda ř i l e j š í  by l a  v  t é t o  ú loze  řešen í  s t uden tů ,  k t e ř í  
s e  úča s t n i l i  ú v o d n í  h o d i n y  a  z á r o v eň  řeš i l i  p r acovn í  l i s t  ve  Ve rz i  2 .  
Uvěd o mi l a  j s e m s i  t a ké ,  ž e  p řesně j š í  j e  vyzva t  s t uden ty  
k  uč i něn í  pos t ře hů  o  „ mo ž n o s t e c h  p r o t n u t í “  d v o u  p ř í me k ,  n e b oť  
p o s t ře h y  o  „ p rů s eč í k u “  o p r a v d u  s v á dě j í  k  r o z e b r á n í  p o u z e  j e d n o h o  
p ř í padu  ( i  když  s e  j edna lo  o  ře š e n í  j e d i n é h o  s t u d e n t a ) .  
 
IV .  Zadá n í :  
 
9 .    M y s l í t e ,  ž e  j e  p r o t n u t í  d v o u  p ř í me k  j e d n o d u š š í  v  r o v i ně ,  n ebo  
na  ku lové  p lo še?  J aký  p ř í p ad  j e  z a j í ma vě j š í ?  P r oč?  
10 .    N y n í  z k u s t e  z měn i t  s v é  a r g u me n t y .  U v eď t e  dův o d y ,  p r oč  j e  
p r o t n u t í  d v o u  p ř ímek  j ednodušš í  nebo  sp l e t i tě j š í  ( z a j ímavě j -
š í )  v  p ř í pa dě ,  k t e rý  j s t e  nevyb ra l i  výše .   
 
Ře š e n í  s t u d e n tů :  
 
V e  s r o v n á n í  s  p r vn í  f á z í  výz k u mu  j s e m n e z a z n a me n a l a  v ý r a z -
ně j š í  r o zd í l y  v  s ou d e c h  o  z a j í ma v o s t i  s i t u a ce  v  r o v i ně  a  na  ku lové  
p l o š e ;  n a p r o s t á  vě t š i n a  s t ude n tů  n e z á v i s l e  n a  t y p u  z a d á n í  i  úča s t i  
n a  ú v o d n í  h o d i ně  opě t  p o v a ž o v a l a  k u l o v o u  p l o c h u  z a  z a j í ma vě j š í .  
P ře k v a p u j í c í  v š a k  j e ,  ž e  n a  r o z d í l  o d  s t u d e n tů ,  k t e ř í  s e  
s  n e e u k l i d o v s k o u  g e o me t r i í  n e s e z n á mi l i  f o r m o u  ú v o d n í  h o d i n y ,  
n i k d o  z  těc h ,  j e ž  d o  n í  n a h l é d l i ,  n e p o v a ž o v a l  p r o t n u t í  p ř í me k  n a  
s f é ře  za  j ednoduš š í .  P ro  nap ros tou  vě t š i nu  by l a  ku lová  p locha  
n á r očně j š í  n a  p ředs t av ivos t ,  což  j e  opak  t oho ,  co  uvádě l i  s t u d en t i  
v  p r v n í  f á z i  v ý z k u mu  i  něk t e ř í  ře š i t e l é  z  1 . A ,  k d e  j s e m ú v o d n í  
h o d i n u  n e z a řad i l a .  V  odpověd í c h  j s ou  p a t r né  i  d a l š í  r oz d í l y  me z i  
těmi ,  k t e ř í  ú v o d n í  h o d i n u  a b s o l v o v a l i  –  j e j i c h  f o r m u l a c e  j s o u  
p ře s ně j š í  a  z a s věceně j š í ,  něk t e ř í  j e  d o p r o v o d i l i  o b r á z k e m  ( o b r .  7 8 )  
–  a  s t u d e n t y ,  k t e ř í  s e  j í  neúča s t n i l i .  T i  čas to  nenacháze j í  vhodná  
s l o v a  p r o  p o p s á n í  s i t u a c e ,  k t e r o u  i n t u i t i v ně  s p r á vně  o d h a d l i ,  
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u v a ž u j í  v š a k  v  s o u v i s l o s t i  s  k o u l í  o  t ř í r o z mě r n é m  p r o s t o r u  s t e j ně  
j a k o  s t u d e n t i  v  p r v n í  f á z i  a  o b j ev u j e  s e  z d e  i  p o j e m „ e l i p s a “  p r o  
p ř í mk u  n a  k o u l i .  
 
 
     Obr .  78  
  
D á l e  u v á d í m něk t e r é  z  o d p o věd í  s t uden tů ,  k t e ř í  a b s o l v o v a l i  
ú v o d n í  h o d i n u :  
9 .  -  V  r o v i ně  j e  j e d n o d u š š í ,  n a  k u l o v é  p l o š e  j e  z a j í m a vě j š í ,  
p r o t o ž e  j e  s l o ž i tě j š í  s i  t a t o  p r o t n u t í  p ře d s t a v i t  a  z a -
k r e s l i t .  
 -  Urč i tě  v  r o v i ně ,  p r o t o ž e  v  r o v i ně  j e  j ednodušš í  v y t vo -
ř i t  p ř í m k u .  Z a j í m a vě j š í  b u d e  t a k é  r o v i n a  –  v í c  m o ž -
n ý c h  k o m b i n a c í .  
-  J e d n o d u š š í  j e  t o  v  r o v i ně ,  p r o t o ž e  s e  p ř ímky  mohou  
p ro tnou t  v ždy  v  j enom bodě .  
-   A n i  j e d e n .  Z a j í m a vě j š í  j e  n a  k u l o v é  p l o š e ,  p r o t o ž e  n a  
m í s tě ,  k de  v z n i k n e  p rů s eč í k ,  m á m e  d r u h ý  n a  o p ačné  
s t r a ně .  
-  V  r o v i ně  j e  t o  j e d n o d u š š í ,  z a j í m a vě j š í  p ř í pad  j e  na  
k u l o v é  p l o š e ,  k d y  s e  m u s e j í  p r o t n o u t .  
  142
10 .   -  P r o t n u t í  d v o u  p ř í m e k  b y  m o h l o  b ý t  z a j í m a vě j š í  n a  
k u l o v é  p l o š e ,  p r o t o ž e  p ř í m k y  b y  b y l y  v ž d y  s t e j n é ,  j e n  
j i n a k  o t oče n é .  
-   P ro to že  t am  j sou  dva  body  k  p ro tnu t í .  
-  N a  k u l o v é  p l o š e ,  a ť  udě l ám  j a k é k o l i  d vě  p ř í m k y ,  t a k  
s e  nám v ždy  p ro tnou  ve  dvou  bodech .  U  rov iny  s i  mu-
s í m e  d á t  p o z o r ,  a b y c h o m  n e v y t v o ř i l i  r o v n o bě žk y .  
 
Tak to  pak  odpov ída l i  s t uden t i ,  u  k t e rých  ře š e n í  ú l o h  ú v o d n í  
hod ina  nep ře d c h á z e l a :  
9 .  -  Jednoduš š í  v  ku lové  p lo še ,  za j ímavě j š í  v  rov ině .  
 -  J e d n o d u š š í  j s o u  v  r o v i ně .  Z a j í m a vě j š í  p ř í p a d  j e  
v  k o u l i ,  p r o t o ž e  j e  t o  n e o b v y k l e j š í  a  mé ně  z námé .  
 -  N a  k u l o v é  p l o še  j e  z a j í m a vě j š í ,  p r o t o ž e  j e  p ř í m k a  
t r o c h u  z a h n u t á .  
 -  P r o t n u t í  p ř í m e k  j e  j e d n o d u š š í ,  p r o t o ž e  j s o u  r o v ně ,  a  
n a  k o u l i  j s o u  t o  z a h n u t é ,  o d  o k a  s t ř í l íme  k ř i v ky .  
10 .  -   K o m p l i k o v a ně j š í  j e  t o  v  k ou l i ,  k vů l i  t o m u ,  ž e  t o  j e  
v  p r o s t o r u .  
 -  Tě ž š í  j e  v  kou l i ,  p ro to že  t am  nerý su j eme  p rak t i c ky  
p ř ímku ,  a l e  e l i p su .  
 -   J e d n o d u š š í  n a  k u l o v é  p l o š e .  
 
Závě r :  
 
Ča s t o  s e  s t á v á ,  ž e  č í m  h l o u bě j i  č l ověk  n a h l é d n e  d o  u rč i t é  
p r o b l e ma t i k y ,  t í m  s l o ž i tě j š í  mu  p ř i padá .  I  t o  můž e  b ý t  dův o d e m,  
p r oč  s t ude n t i  p o  úča s t i  n a  ú v o d n í  h o d i ně  n a j ednou  považu j í  
p r o t n u t í  p ř í me k  n a  k u l o v é  p l o š e  z a  s l o ž i tě j š í .  Pozo ruhodný  j e  t aké  
f a k t ,  ž e  z a t í mc o  s t u d e n t i  z  p r v n í  f á z e  v ý z k u mu  p o v a ž o v a l i  z a  
z a j í ma vě j š í  ku lovou  p lochu  z  dův o d u  l e p š í  v i d i t e l n o s t i ,  z d e  
vě t š i n o u  p o v a ž u j í  s f é r u  z a  z a j í ma vě j š í  z e  z c e l a  o p ačného  dův o d u .  
Z  odpověd í  j e  d á l e  p a t r n é ,  ž e  t é mě ř  n i k d o ,  k d o  s e  úča s t n i l  ú v o d n í  
h o d i n y ,  j i ž  n e mě l  p rob l émy  s  p ře d s t a v o u ,  j a k  v l a s t ně  p r o t n u t í  
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p ř í me k  n a  k u l o v é  p l o š e  v y p a d á ,  a  n ikdo  t aké  nepova ž o v a l  k u l o v o u  
p l o c h u  z a  t ř í r o z mě r n o u ,  a l e  b y l a  o p r a v d u  c h á p á n a  a  p ř i j í má n a  j a k o  
z a k ř i ve n á  r o v i na ,  a  s t u de n t i  e v i d e n t ně  „ vědě l i ,  o  če m ml u v í “ ,  c o ž  
s e  o  v šech  ře š i t e l í c h  z  p r vn í  i  d r u hé  f á z e  v ý z k u mu ,  k t e ř í  ú v o d n í  
hod inou  nep roš l i ,  ř í c t  n e d á .  P o j e m  e l i p s a ,  k t e r ý  s e  v  něk t e r ý c h  
p r a c í c h  těc h t o  s t u d e n tů  o b j e v i l ,  u k a z u j e  n a  f a k t ,  ž e  s t u d e n t i  
v n í ma l i  p o d o b u  a  t v a r  h l a v n í c h  k r u ž n i c  p o u z e  n a  z á k l a dě  n áč r t ků ,  
v  n i c h ž  s e  h l a v n í  k r u ž n i c e  j ev í  j a k o  e l i p s a  d í k y  p e r s p e k t i vě ,  ačk o l i  
mě l i  k  d i s p o z i c i  m o d e l y  k o u l e  v  p o d o bě  míčků .  
 
V.  Zadán í :  
 
11 .  P ře d s t a v t e  s i ,  ž e  by  b y l o  m o ž n é ,  a b y  p á r  ž e l e z n ičn ích  ko l e j í  
v e d l  k o l e m  c e l é  Ze mě .  M o h o u  t y t o  ž e l e z n ičn í  ko l e j e  p ře d s t a -
v o v a t  r o v n o běž n é  p ř í mk y  ( t e d y  h l a v n í  k r u ž n i c e )  a  p r oč?  
 
U p r a v e n é  z a d á n í :  
11 .  P ře d s t a v t e  s i ,  ž e  b y  b y l o  m o ž n é ,  a b y  p á r  ž e l e z n ičn ích  ko l e j í  
ved l  ko l em ce l é  Země .  M o h o u  t y t o  ž e l e z n ičn í  ko l e j e  p ředs t a -
v o v a t  r o v n o běž n é  p ř í mk y  ( t e d y  h l a v n í  k r u ž n i c e )  a  p r oč?  
 
 
 
 
 
Ře š e n í  s t u d e n tů :  
 
S t u d e n t i ,  k t e ř í  s e  úča s t n i l i  ú v o d n í  h o d i n y ,  n e mě l i  s  ře š e n í m 
t é t o  ú l o h y  p r o b l é m .  V y s k y t l  s e  o j e d i ně l ý  p ř í p a d ,  k d y  s t u d e n t  s i c e  
v  ú l o z e  7  odpovědě l ,  ž e  h l a v n í  k r u ž n i c e  n e mo h o u  b ý t  r o v n o běž n é ,  
z d e  v š a k  o d p o v í d a l  k l a d ně .  O s t a t n í  s t u d e n t i  t u t o  ú l o h u  v š a k  
vy ře š i l i  ú s pě š ně ;  něk t e ř í  s i c e  odpov ída l i  j ednos lovně ,  vě t š i n a  
z  n i c h  v ša k  s v é  řeš e n í  i  s p rá v ně  odův o d n i l a .  N e v y s k y t l  s e  a n i  j e d e n  
p ř í pad ,  kdy  by  s t uden t  b r a l  p ř i  ře š e n í  v  ú v a h u  b o d y  p r o s t o r u  mi m o  
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ku lovou  p lochu .  Ře š i t e l é  u p r a ve n é h o  z a d á n í  ča s to  využ íva l i  
o b r á z e k  v e  s v ý c h  o d p o věd í c h ,  někdy  do  ně j  i  z a k r e s l o va l i .  
Úspě š n o s t  v  ře šen í  ú lohy  s e  t ak  po  a b s o l v o v á n í  ú v o d n í  h o d i n y  
z v ý š i l a  t émě ř  d v o j n á s o b ně .  
Z d e  j s o u  p ř í k l a d y  o d p o věd í ,  k t e r é  s e  v y s k y t l y  v  p r a c o v n í c h  
l i s t e ch  s t uden tů  po  úvodn í  hod ině :  
 -   N e m o h o u ,  p r o t o ž e  b y  s e  v e  dvou  bodech  p ro tnu l y .  
 -   N e m o h o u ,  p r o t o ž e  h l a v n í  k ru žn i ce  nemohou  bý t  rovnobě ž n é .  
 -  T y t o  r o v n o bě žné  p ř ímky  nemohou  p ře d s t a v o v a t  h l a v n í  
k r u ž n i c e ,  p r o t o ž e  h l a v n í  k r u ž n i c e  n e m o h o u  b ý t  r o v n o bě ž n é .  
H l a v n í  k r u ž n i c e  b y  v e d l a  p ře s ně  up ros t ře d  k o l e j í .  
 
Něk t e ř í  v e  s v ý c h  ře š e n í c h  z o h l e dňo va l i  v e l i k os t  z e měk o u l e  a  
docháze l i  t ak  k  závě rům,  ž e  d í k y  m a l é  v z d á l e n o s t i  k o l e j í  j e  m o ž n é  
z a k ř i v en í  p lochy  zanedba t .  To to  ře še n í  j e  d l e  mé h o  n á z o r u  t řeba  
u z n a t  z a  s p r á v n é :  
-  Dvě  p ř ímky  na  ku lové  p lo še  n e m o h o u  b ý t  r o v n o bě ž n é ,  a l e  
v  t o m t o  p ř í p a dě  ano ,  p ro to že  ko l e j e  o d  s e b e  m a j í  v e l m i  m a -
lou  v zdá l enos t  a  v zh l edem k  ve l i ko s t i  Země  j e  z a k u l a c en í  v e  
v z d á l e n o s t i  k o l e j í  o d  s e b e  z a n e d b a t e l n é .  
 
U  s tuden tů ,  k t e ř í  n e p r o š l i  ú v o d n í  h o d in o u ,  s e  v y s k y t l o  v í c e  
n e s p r á v n ý c h  o d p o věd í ,  s t á l e  z d e  v š a k  b y l i  ú s pě š ně j š í  n e ž  s t u d en t i  
z  p r v n í  f á z e  v ý z ku mu ,  z ře jmě  p r o t o ,  ž e  d o s á h l i  vě t š í c h  ú s pěc hů  j i ž  
p ř i  řešen í  ú lohy  5 .  
A s i  t ře t i na  odpověd í  b y l a  n e s p r á v n á ,  u v á d í m něk te r é  z  n i ch :  
-  M o h o u ,  p r oč  n e?  
-   M o h o u ,  m a j í  s t e j n ý  p o l o mě r  j a k o  k o u l e .  
-   A n o  m o h o u ,  p r o t o ž e  k o l e j e  j s o u  v ž d y  r o v n o bě žné .  
 
S t e j ně  j a k o  v  p r v n í  f á z i  v ý z k u mu ,  i  u  těch t o  s t uden tů  s e  
v y s k y t l y  ( někdy  sku t ečně  n e t r a d ičn í )  o d p o věd i  z apoč í t á va j í c í  d o  
ře š e n í  t r o j r o z mě r n ý  p r o s t o r :  
-  Nemů ž o u ,  p r o t o ž e  v l a k  b u d e  j e z d i t  k o u s e k  o d  p o v r c h u  Z e mě .  
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-  N é e  →  j e l i k o ž  j s o u  o d  s k u t ečn é  h l a v n í  p ř í m k y  v z d á l e n y  
p o l o v i n u  j e j i c h  v z d á l e n o s t i  j e d n o t l i v ý c h  k o l  n a  j e d n é  n á -
p r a vě .  
  
 Něk t e ř í  s e  v  o d p o věd í ch  oháně l i  z e měp i s n ý mi  a r g u me n t y :  
 -  N e ,  Z e mě  n e n í  k o u l e .  
 
 D a l š í  o d p o věd i  by ly  v  po řádku :  
 -   N e m o h o u ,  p r o t o ž e  b y  t o  n e b y l a  n e j d e l š í  m o ž n á  p ř í m k a  
v  k o u l i .  
 -  N e ,  p r o t o ž e  h l a v í  k r u ž n i c e  m a j í  s t e j n ý  s t ře d ,  t z n .  ž e  m u s í  
m í t  s p o l ečné  body .  
  
 I  něk t e ř í  z  těch to  s t uden tů  z o h l e dňova l i  mě ř í t ka  n a  
z e měk o u l i :  
 -  J e l i ko ž  by  t o  by lo  na  Zemi ,  možné  by  t o  p rak t i c ky  by lo ,  
n e b o ť  s e  na  t akové  ve l ké  v zdá l enos t i  rovnobě ž n o s t  v y t r a t í .  
Ovšem  kdybychom mě l i  m a l o u  k u l ičk u  ( o p r o t i  Z e m i ) ,  m o ž n é  
b y  t o  n e b y l o .  
 Vě t š i n a  s p r á v n ý c h  o d p o věd í  v šak  by l a  j ednos lovná .  
 
Závě r :  
 
 Z d e  s e  p o t v r d i l a  dů l e ž i t o s t  p o c h o p e n í  p o j m u  „ h l a v n í  k r u ž n i -
c e “  a  m o ž n o s t í  j e j í h o  z ob r a z o v á n í  n a  k u l o v é  p l o š e .  J e l i k o ž  s e  
s  t í mt o  p o j me m  s t u d e n t i  v  ú v o d n í  h o d i ně  s e zná mi l i  v e l m i  
p o d r o b ně ,  poče t  ú s pě šných  ře šen í  ú lohy  těmi t o  s t u d e n t y  o p r o t i  
p rvn í  f á z i  výzkumu  r ap idně  v z r os t l .  Zá r ov eň  zde  by l a  zce l a  
e l i mi n o v á n a  t a  řešen í ,  k t e r á  poč í t a l a  s  t r o j roz mě r n ý m p r o s t o r e m,  
z ře j mě  v  dů s l e d k u  p r o c v ičován í  náh l edu  na  ku lovou  p lochu  
v  j e d n o t l i v ý c h  p ř í k l a d e c h  ú v o d n í  h o d i n y  i  d í k y  t o mu ,  ž e  s t u d e n t i  
b y l i  v  j e j í m  z á vě r u  výs lovně  u p o z o r něn i ,  ž e  k u l o v á  p l o c h a  j e  t a k é  
p o u z e  d v o u r o z mě r n á  a  s  t a k o v o u  j e  s  n í  t ře b a  v  ře šen í  ú loh  poč í t a t .  
N a  s k l o n  něk t e r ý c h  s t u d e n tů  z o h l e dňo v a t  v  řešen í ch  mě ř í t ka  n a  
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z e měk o u l i  mo h l a  mí t  v l i v  p r e z e n t a c e  p ř í k l adu  3  z  úvodn í  hod iny ,  
v e  k t e r é m  j s me  s i  u k á z a l i ,  ž e  P y t h a g o r o v a  vě t a  n a  Z e mi  p l a t í  p r o  
me n š í  t r o j ú h e l n í k y  s e  s t r a n a mi  o  d é l k á c h  d o  d e s í t e k  c e n t i me t rů ,  
n i ko l i  v šak  p ro  t r o júhe ln íky  vě t š í .  J e l i k ož  Z e mě  p a k  f i gu ru j e  i  
v  ú l o z e  11 ,  s t u d e n t i  p ř i r ozeně  ( a  s p r á v ně )  u v a ž o v a l i ,  ž e  v  ma l ý c h  
mě ř í t k á c h  j e  n a  Z e mi  p o s t u l á t  o  r o v n o běž n o s t i  z a c ho v á n .  S t a v b a  
t a k o v ý c h  k o l e j í  k o l e m Z e mě  b y  t o t i ž  b y l a  t e o r e t i c k y  o p r a v d u  
u s k u t ečn i t e l n á .  Dů l e ž i t é  p ř i  t o m b y l o ,  ž e  ře š i t e l é  do k á z a l i  své  
p o s t o j e  o dův o d n i t  a  o b h á j i t  p á d n ý mi  a r g u me n t y .  N u t n o  v š a k  
p o d o t k n o u t ,  ž e  p o d o b n é  ře šen í  s e  vysky t l o  i  u  j ednoho  ze  s t uden tů ,  
k t e ř í  úvodn í  hod inu  neabso lvova l i .  
J a k  j i ž  by l o  řečeno ,  řešen í  t é t o  ú lohy  ko re spondova lo  s  ú lo -
hou  5  a  t i ,  k t e ř í  j i  v y ře š i l i  s p r á v ně ,  u s pě l i  i  v  řešen í  t é t o  ú lohy ,  
p r o t o  s e  o p r o t i  p r v n í  f á z i  v ý z k u mu  z v ý š i l  i  z d e  p oče t  ú s pě š ný c h  
ře š i t e lů ,  k t e ř í  ú v o d n í  h o d i n o u  n e p r o š l i ,  mě l i  v š a k  k  d i s p o z i c i  
z p ře s něné  z a d á n í ,  k t e r é  j i m  p o m o h l o  ře š i t  p ře d c h á z e j í c í  ú l oh y .  
By lo  v šak  pa t rné ,  ž e  něk te ř í  z  n i c h  s t á l e  t á p o u  v  c h á p á n í  p o j mu  
h l avn í  k ružn i ce  a  j e j í  f unkce ,  nebo ť  n e s p r á v n ý c h  o d p o věd í  b y l o  
s t á l e  d o s t .  J e l i k ož  t i t o  s t u d e n t i  ne mě l i  m o ž n o s t  p e v ně  u chop i t  
z ákon i t o s t i  s f é r i cké  geome t r i e  v e  s v é m c h á p á n í  p r os t ředn i c tv í m  
a k t i v i t  v  ú v o d n í  h o d i ně ,  poč í t a l i  s t á l e  s  t r o j roz mě r n ý m  p r o s t o r e m 
mi m o  k o u l i ,  j a k  s e  p r o j e v i l o  i  v  něk te rých  da l š í ch  ú lohách .  
 
VI .  Zadá n í :  
 
12 .  Rovnoběž n é  p ř í mk y  v  r o v i ně  j s ou  od  s ebe  s t á l e  s t e j ně  v z d á l e n é .  
N a k r e s l e t e  n a  k u l o v é  p l o š e  h l a vn í  k ružn i c i .  Pa k  n a k r e s l e t e  
d a l š í  o b r a z e c ,  k t e r ý  b u d e  v e  s t á l e  s t e j n é  v z d á l e n o s t i  o d  h l a v -
n í  k ružn i ce .  
a .   P o p i š t e  t e n t o  o b r a z e c .  
b .   Rozhodně t e ,  z d a  t e n t o  o b r a z e c  může  bý t  h l avn í  k ružn i c í .  
P r oč?  
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U p r a v e n é  z a d á n í :  
 
12 .   Rovnoběž n é  p ř í mk y  v  r o v i ně  j s o u  o d  s e be  s t á l e  s t e j ně  
v zdá l ené .  Na  ku lové  p lo še ,  k t e r o u  v i d í t e  n a  o b r á z k u ,  j e  z a -
k r e s l ena  h l avn í  k ružn i ce .  Nak r e s l e t e  na  t u to  ku lovou  p lochu  
d a l š í  o b r a z e c ,  k t e r ý  b u d e  ve  s t á l e  s t e j n é  v z dá l e n o s t i  od  h l a v -
n í  k ružn i ce .  
 
 
 
 
 
 
 
 
a .   P o p i š t e  t e n t o  o b r a z e c .  
b .   Rozhodně t e ,  z d a  t e n t o  o b r a z e c  můž e  b ý t  h l a v n í  k r u ž n i c í .  
P r oč?  
 
 
Ře š e n í  s t u d e n tů :  
 
S t u d e n t i  z  p r v n í  f á z e  v ý z ku mu  mě l i  s  t o u t o  ú l o h o u  o p r a v d u  
po t í ž e  a  t émě ř  n i k d o  z  n i c h  j i  n e v y ře š i l .  S t u de n t i  z  d r uhé  f á z e  by l i  
o  poznán í  ú spě š ně j š í .  
Něk t e ř í  z  těc h ,  j e ž  n e p r o š l i  ú v o d n í  h o d i n o u ,  s e  s  ře š e n í m 
ú l o h y  s t á l e  p o t ý k a l i  –  ačk o l i  mě l i  k  d i s p o z i c i  z p ře s něné  z a d á n í  a  
p ředk re s l enou  kou l i ,  h l avn ím p rob l éme m p ř i  t o m  o pě t  by l o  
z a k r e s l o vá n í  ře š e n í  mi m o  k u l o v o u  p l o c h u  ( o b r .  7 9  a  8 0 ) .  Něk t e ř í  
z  těch ,  k t e ř í  v  ú l o z e  n e u s pě l i ,  s e  domníva l i ,  ž e  t akovou  kons t rukc i  
u s k u t ečn i t  n e l ze  (ob r .  81 ) ,  j i n í  n a l e z l i  o b r a z e c ,  k t e r ý  n e s p lňo v a l  
d a n é  p o d mí n k y  ( o b r .  8 2 ) .  J a k  j e  v i dě t  n a  o b r .  7 9 ,  v  něk t e r ýc h  
ře š e n í c h  s e  o pě t  o b j e v i l  po j e m „ e l i p s a “  v  n á h r a dě  z a  „ k r u ž n i c i “ .  
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V žádném z  p ř í pa dů  v š a k  n e d o š l o  k  p o k u s u  r o z v i n o u t  k o u l i  d o  
rov iny .  
 
                                                                           Obr .  79  
     
  
                                                       Obr .  80  
                                                                 
                
                                                                           Obr .  81  
  
 
                                                     Obr .  82  
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I  me z i  s t u d e n t y ,  k t e ř í  n eabso lvova l i  úvodn í  hod inu ,  s e  v šak  
n a š l o  d o s t  těc h ,  k t e ř í  ú l o h u  v y ře š i l i  čá s t ečně  č i  z ce l a  sp r ávně  
( o b r .  8 3 ) ;  b y l a  j i c h  a s i  p o l o v i n a ,  c o ž  v z h l e d e m  k  v ý s l e d kům p r v n í  
f á z e  v ý z k u mu  p o v a ž u j i  z a  ú s pěc h .  Něk t e ř í  v  řeše n í c h  opě t  
použ íva l i  p ř i r o v n á n í  k  z e měk o u l i  ( ob r .  84 ) ,  něk t e ř í  n a  k o u l i  
s p r á v ně  z a k r e s l i l i  h l e d a n ý  o b r a z e c ,  d o  r o z ho d n u t í  o  j e h o  p od o bě  
p a k  z ře jmě  z a h r n u l i  s j e d n o c e n í  v š e c h  ře šen í  ú lohy ,  když  
o d p o v í d a l i ,  ž e  s e  j e d n á  o  k o u l i  ( ob r .  85 ) .     
 
 
                                                                    Obr .  83  
      
     
                                                                    Obr .  84  
 
               
                                                                            Obr .  85  
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D a l e k o  v ý r a z ně j š í  p o k r o k  j e  p a t r n ý  n a  řešen í  s t uden tů ,  k t e ř í  
s e  z úča s t n i l i  ú v o dn í  h o d i n y .  T u t o  ú l o h u  t o t i ž  ú s pě šně  vy ře š i l i  
v š i c h n i ,  něk t e ř í  a l e s p oň  čá s t ečně ,  k d y  s i c e  o b r a z e c  n e p o p s a l i ,  
a l e s p oň  h o  v š a k  n a  k o u l i  z d á r ně  n ač r t l i .  Vě t š i n a  s t u d e n tů  v š a k  
n e mě l a  p o t í ž e  s  ž á d n o u  čá s t í  ú l o h y ,  b e z  o h l e d u  n a  t o ,  j e s t l i  řešen í  
z a z n a me n á v a l i  n a  p ře d k r e s l e n o u  k o u l i  s  h l a v n í  k r u ž n i c í  v e  V e r z i  2 ,  
n e b o  z d a  mus e l i  k o u l i  i  h l a v n í  k r u ž n i c i  n ač r t n o u t  s a mi  v e  V e r z i  1  
( o b r .  8 6  -  8 8 ) .  I  z d e  s e  v y s k y t o v a l a  p ř i r ovnán í  k  rovnoběž k á m n a  
z e měk o u l i  ( ob r .  89 ,  90 )  a  z n ačn á  čá s t  s t u d e n tů  d o k o n c e  u v á dě l a ,  ž e  
ře š e n í m můž e  b ý t  i  j e d i n ý  b o d  ( o b r .  9 0 ) .  Opě t  s e  an i  v  j e d no m 
z  p ř í p a dů  n e v y s k y t l  p o k u s  t r a n s f o r m o v a t  k o u l i  d o  r o v i n y ,  j a k  t o mu  
by lo  v  mnoha  p ř í p adech  u  s t uden tů  z  p rvn í  f á ze .  
Z a  z mí n k u  s t o j í ,  ž e  něk t e ř í  p o  a b s o l v o v á n í  ú v o d n í  h o d i n y  
p ře s t a l i  p o u ž í v a t  p o j e m „ k r u ž n i c e “  a  z ača l i  ope rova t  s  vý razy  
„ p ř í mk a “  p r o  h l a v n í  k r u ž n i c i  a  „ k ř i v k a “  p r o  k r u ž n i c i  v e d l e j š í  
( o b r .  8 6 ,  8 7 ) ,  c o ž  svědč í  o  d o b r é m p o c h o p e n í  s i t uace  na  s f é ře .  
 
     
             Obr .  86  
 
     Obr .  87  
  151
 
     Obr .  88  
 
 
     Obr .  89  
 
 
     Obr .  90  
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Závě r :  
 
V š i c h n i  s t u d e n t i ,  k t e ř í  a b s o l v o v a l i  ú v o d n í  h o d i n u ,  d o k á z a l i  
nač r t n o u t  k o u l i  s  h l a v n í  k r už n i c í  i  h l e d a n ý  o br a z e c ,  a  t o  i  t i ,  k t e ř í  
mě l i  p o t í ž e  s  ře še n í m p ře d c h o z í c h  ú l o h .  V  p r v n í  f á z i  v ý z k u mu  b y l y  
a l e  t y to  k roky  p ro  něk te r é  nep řekona t e lným p rob l éme m.  N i kdo  
z  těc h t o  s t u d e n tů  s e  n a v í c  n e p o k u s i l  h l e d a t  ře š e n í  mi m o  k u l o v o u  
p lochu ,  což  spo lu  s  výše  zmíněným už íván ím vý razů  „ p ř í mk a “  a  
„ k ř i v k a “  v y p o v í d á  o  t o m,  ž e  p o  ú v o d n í  h o d i ně  s i  s t u d e n t i  v y t v o ř i l i  
s p r á v n é  p ře d s t a v y  o  s f é ře  j a k o  z a k ř i ve n é  r o v i ně ,  k t e rou  p ř i j a l i  j ak o  
n o v ý  s vě t ,  j e h o ž  z á k o n i t o s t e m  p ř i z pů s o b i l i  svá  ře š e n í .  N e s n a ž i l i  s e  
t e d y  k o u l i  u mí sťo v a t  d o  t r o j r o z mě r n é h o  p r o s t o r u  a  p oč í t a t  s e  v š emi  
j eho  body ,  j ak  t omu  by lo  u  těch ,  k t e ř í  s e  úvodn í  hod iny  neúčas t n i -
l i .  
I  t i ,  j e ž  úvodn í  hod inou  nep roš l i ,  v š ak  by l i  ú spě š ně j š í  n e ž  
s t u d e n t i  z  p r v n í  f á z e ,  z ře jmě  d í k y  z p ře s něné mu a  p ředk re s l enému  
z a d á n í ,  k t e r é  něk te r ý m s i c e  n e z a b r á n i l o  z o br a z o v a t  ře š e n í  mi m o  
k u l o v o u  p l o c h u ,  z a t o  a l e  u  n i k o h o  n e d o c h á z e l o  k  z a k r e s l ová n í  
z k r e s l e n ýc h  řešen í  v  r ov ině ,  c o ž  s e  v  p r v n í  f á z i  v ý z k u mu  ča s t o  
s t á v a l o .  
 
 
V I I .  Za d á n í :  
 
13 .   Loď  c e s t u j e  t a k ,  ž e  j e  s t á l e  v z d á l e n a  5 0  k m  o d  r o v n í k u .  
Vysvě t l e t e ,  p r oč  ne c e s t u j e  n e j p ř í mě j š í  ( n e j k r a t š í )  c e s t ou  me z i  
dvěma  b o d y .  
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U p r a v e n é  z a d á n í :  
13 .   Loď  c e s t u j e  t a k ,  ž e  j e  s t á l e  vzdá l ena  50  km od  rovn íku .  
Vysvě t l e t e ,  p r oč  n e c e s t u j e  n a  p o v r c h u  Z e mě  n e j p ř í mě j š í  
( n e j k r a t š í )  c e s t o u  me z i  d věma  body .   
 
 
 
 
 
 
 
 
  
 
 
 
Ře š e n í  s t u d e n tů :  
 
 S t e j ně  j a k o  v  p r v n í  f á z i  v ý z k u mu ,  i  t a t o  ú l o h a  z ře jmě  b y l a  
p r o  v š e c h n y  s t u d e n t y  n e j p r o b l e ma t ič tě j š í  z  c e l é h o  p r a c o v n í h o  l i s t u .   
 N i k d o  z  těc h ,  k t e ř í  n e mě l i  ú v o d n í  h o d i n u ,  j i  n e v y ře š i l  
s p r á v ně  ( vě t š i n a  j i  n e ře š i l a  vůb e c ) ,  s t e j ně  j a k o  v  p r v n í  f á z i  
v ý z k u mu .  U p r a v e n é  z a d á n í  v š a k  z ře jmě  p ř i mě l o  s t u d e n t y  h l o u bě j i  
s e  n a d  ře š e n í m z a my s l e t ,  n e b oť  s e  o d p o věd i  v  po rovnán í  s  p rvn í  
f á z í  v ý z k u mu  v í c e  růz n i l y  a  n á z orů ,  ž e  by  l oď  mus e l a  j e t  s k rz  
z e mi ,  b y l o  mé ně .  Vysky t l y  s e  odpověd i  t oho to  t ypu :  
 -  C e s t u j e ,  a l e  j e  t o  p ře s  k o p eče k .  
 -  Z e mě  j e  ku l a t á .  
 -  L oď  b y  m u s e l a  m í t  k o l ečka ,  aby  moh la  ce s tova t  po  povrchu  
Země ,  n e b o  b y  m u s e l a  b ý t  p o n o r k o u .  
 -  P r o t o ž e  p l u j e  p o  k u l o v é  p l o še ,  n e j k r a t š í  c e s ta  by  by la  
p o n o r k o u  –  t o  a l e  n e n í  n a  p o v r c h u  →  p l u j e  n e j k r a t š í  c e s -
t o u .  
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V j ednom p ř í p a dě  s e  z p řesněné  zadán í  ukáza lo  bý t  sp í š e  
p ře k á ž k o u ,  k d y ž  h o  s t u d e n t k a  n e s p r á v ně  pochop i l a  a  odpovědě l a  
t a k t o :  
-   A l e  l oď  c e s tu j e  na  povrchu  Země .  J enom op í š e  menš í  k ruž -
n i c i ,  a l e  r o z h o d ně  n ebude  ce s tova t  m i m o  p o v r c h  Z e mě .  
 
Řešen í ,  k t e r é  by lo  sp r ávné  odpověd i  a s i  n e j b l í ž e ,  z ob r a z u j e  
o b r .  9 1 .  S t u d e n t  s i  v š a k  z ře j mě  n e v š i ml  i  d v o u  z n á z o r něných  bodů ,  
me z i  k t e r ý mi  l oď  c e s tu j e ,  a  t ak  nav rh l  j ako  ře š e n í  čás t  j i né  h l avn í  
k ružn i ce .  
 
 
     Obr .  91  
 
Napro t i  t omu  u  s t uden tů ,  k t e ř í  p ro š l i  úvodn í  hod inou ,  s e  
s p r á v n á  ře š e n í  o b j e v i l a ,  i  k d y ž  j i c h  n e b y l o  mn o h o .  B y l a  v š a k  
p ře s n á  a  v ý s t i ž n á  ( o b r .  9 2 ,  9 3 ) .   
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     Obr .  92  
 
     Obr .  93  
 
D a l š í  s t u d e n t i  p a k  ú l o h u  b uď  n e v y řeš i l i  vůbec ,  nebo  do  řešen í  
z a p oč í t á va l i  z e měp i s n é  p o z n a t k y ,  k d y ž  t v r d i l i ,  ž e  l o d i  v  c e s t o v á n í  
b r á n í  p e v n i n a  ( n a v í c  s e  d o mn í v a l i ,  ž e  l oď  mus í  o b j e t  c e l o u  Z e mi ) :  
-  V e d l e j š í  k r u ž n i c e  v z d á l e n á  5 0  k m  o d  r o v n í k u  n e b u d e  p o u z e  
v o d n í  p l o c h o u ,  j e  n a  t ře c h  m í s t e c h  p ře r u š e n á  s o u š í  –  ( J i ž n í  
A m e r i k a ,  A f r i k a ,  As i e ) .  
 
To to  by l a  p rvn í  ú loha ,  ve  k t e r é  i  t i  s t u d e n t i ,  k t e ř í  a b s o l v o v a l i  
ú v o d n í  h o d i n u ,  d o  ře š e n í  z a p oč í t a l i  i  b o d y  m i mo  k u l o v o u  p l o c h u ,  
k d y ž  o d p o v í d a l i ,  ž e  l oď  j i n a k  mus í  p l o u t  s k r z  Z e mi ,  j e j i c h  p oče t  
by l  v šak  mnohe m n i ž š í ,  n ež  v  p rvn í  f á z i  výzkumu  (vysky t l a  s e  dvě  
t a k o v á  řešen í ) :  
-  P r o t o ž e  m u s í  c e s t o v a t  p o  o b v o d u  a  n e  s k r z .  
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Ne jča s tě j š ím type m odpověd i ,  k t e r á  s e  u  těc h t o  s t u d e n tů  
vy sky tova l a ,  j e  odpověď  p o d o b n á  t é t o :  
-   N e j k r a t š í  c e s t a  b y  b y l a  p o  p ř í m c e .  
J e l i k ož  t i t o  řeš i t e l é  svou  úvahu  b l í ž e  nevysvě t l i l i ,  n e n í  j a s n é ,  
z d a  mě l i  n a  mys l i  p ř í mk u  s f é r i c k o u ,  t e d y  h l avn í  k ružn i c i ,  nebo  
p ř í mk u  e u k l i d o v s k o u ,  k t e r á  d o  ře š e n í  o pě t  z ah rnu j e  body  mimo  
p o v r c h  k o u l e .  Něk t e ř í  z  n i ch  ře š e n í  d o p l n i l i  k r e s b o u ,  k t e r á  b o h u ž e l  
ml u v í  s p í š e  p r o  d r u h ý  p ř í p ad  (ob r .  94 ) .  
 
 
     Obr .  94  
 
Závě r :  
 
 J e l i kož  s t uden t i ,  v  j e j i chž  t ř í dě  úvodn í  hod ina  nep roběh l a ,  
n e d o c h á z e l i  k  p ř í l i š  p ře s ný m z á vě rům,  k  j a k ý m j e  mě l y  d o v é s t  
n á v o d n é  o t á z k y  p ř i dané  do  p r acovn ího  l i s t u  ve  Ve rz i  2 ,  neby lo  
p ře k v a p e n í m,  ž e  n e u s pě l i  v  ře š e n í  t é t o  ú l o h y .  P ře s t o  s i  mys l í m,  ž e  
d o c h á z e l i  k e  s my s l u p l ně j š ím  závě rům  n e ž  s t u d e n t i  z  p r v n í  f á z e  
v ý z k u mu ,  a  t o  z ře j mě  p r o t o ,  ž e  b y l i  c e l k o vě  ú s pě š ně j š í  i  v  ře še n í  
o s t a t n í c h  ú l o h  n e b o  j i m p o m o h l o  z p řesněn é  z a dá n í .   
 J e  z a j í m a v é ,  ž e  ačko l i  ú loha  13  by l a  j ed iná  z  p r acovn ího  
l i s t u ,  j e j í ž  řešen í  by lo  s t uden tům v  úvodn í  hod ině  v  pods t a tě  
v y z r a z e no ,  k d y ž  j s me  k  důk a z u  r e p re z e n t a c e  p ř í mk y  n a  k o u l i  h l a v n í  
k r u ž n i c í  p o u ž i l i  d e f i n i c i  p ř í mk y  j a k o  n e j k r a t š í  s p o j n i c e  d v o u  b o dů ,  
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poče t  s p r á v n ý c h  ře š e n í  u  těc h t o  s t ude n tů  n eby l  n i j ak  vysoký .  Za  
ú s pěc h  v š a k  p o v a ž u j i ,  ž e  s e  n a  r o z d í l  o d  p r v n í  f á z e  v ý z k u m u  
s p r á v n á  ře š e n í  p řece  j en  vysky t l a ,  a  poz i t i vn í  v l i v  úvodn í  hod iny  
n a  ře š e n í  s t u d e n tů  j e  t ak  nepop i r a t e lný .  
 J e  těž k é  o d h a d n o u t ,  z d a  ře š e n í  s t u de n tů  ně j ak  ov l i vn i l  nový  
o b r á z e k  v e  V e r z i  2 ,  z a c h y c u j í c í  s i t ua c i  v i d i t e l ně j i ,  j e  v š ak  
p r a v d o u ,  ž e  t e n t o  o b r á z e k  s t u d e n t i  čas to  dop lňova l i  a  použ íva l i  
k  i l u s t r a c i  s v é h o  ře š e n í  ( ob r .  91 ,  93 ,  94 ) ,  což  s e  ve  Ve rz i  1  ne s t a lo  
a n i  j e d n o u .  
 
V I I I .  Za d á n í :  
 
14 .   ( Úvod  o  Euk l i dov i )  Z d e  j e  j e d n a  z  p o d o b  E u k l i d o v a  p o s t u l á t u  
o  r o v n o běž n o s t i :  J e  d á n a  p ř í mk a  a  b o d ,  k t e r ý  n a  n í  n e l e ž í .  
D a n ý m b o d e m l z e  v é s t  p r á vě  j e d n u  r o v n o běžku  s  danou  p ř í m-
kou .  
a .   Na rýsu j t e  p ř í mk u  a  b o d ,  k t e r ý  n a  p ř í mc e  n e l e ž í .  N a r ý su j t e  
v š e c h n y  m o ž n é  r o v n o běžky  k  dané  p ř í mc e  p r o c h á z e j í c í  
d a n ý m b o d e m.  P o m o c í  v a š í  k r e s b y  v y s vě t l e t e ,  p r oč  E u k l i -
dův  p o s t u l á t  o  r o v n o běžnos t i  p l a t í  v  r ov ině .  
b .  P ře p i š t e  p o s t u l á t  o  r o v n o běž n o s t i  p r o  k u l o v o u  p l o c h u  
n a h r a z e n í m  s l o v a  p ř í m k a  z a  s l o v o  h l a v n í  k r u ž n i c e .  Pa k  
p r o v eď t e  n a  k u l o v é  p l o š e  o bdobnou  kons t rukc i  j ako  na  ro -
v i ně .  N y n í  v y s vě t l e t e ,  p r oč  E u k l i dův  pos tu l á t  o  r ovnoběž -
n o s t i  n e p l a t í  n a  k u l o v é  p l o š e .  
c .   Nap i š t e  svů j  v l a s tn í  pos tu l á t  o  r ovnoběžnos t i ,  k t e rý  bude  
p l a t n ý  p r o  g e o me t r i i  n a  k u l o v é  p l o š e  ( s f é r i c k o u  g e o me -
t r i i ) .  
 
Ře š e n í  s t u d e n tů :  
 
 V  p r ac í ch  v šech  s t uden tů ,  k t e ř í  s e  zúča s t n i l i  ú v o d n í  h o d i n y ,  
s e  vysky t l y  pouze  t ř i  n e sp rávné  odpověd i ,  z  n i c h ž  d vě  b y l y  t o h o t o  
t ypu :  
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 -  b .  J e  d á n a  h l a v n í  k r u ž n i c e  a  bod ,  k t e r ý  na  n í  ne l e ž í .  
Daným bodem l z e  vé s t  p ráv ě  j ednu  rovnobě ž k u  s  d a n o u  
h lavn í  k ružn i c í .  
 
 N a  d a l š í  o d p o věd i  j e  p a t r n é ,  ž e  s t u d e n t a  z ře j mě  z a u j a l  j i n ý  
E u k l i dův  p o s t u l á t :  
-  a .  N a  k u l o v é  s e  p r o t í n a j í  v e  d v o u  b o d e c h .  
 c .  Pokud  máme  dané  dva  body ,  j e  t ud í ž  j edna  p ř í m ka ,  
k t e r á  j i m i  p r o c h á z í .  V š e c h n y  p r a v é  ú h l y  j s o u  s i  r o v n y .  
 
O s t a t n í  o d p o věd i  b y l o  t ře ba  u z n a t  z a  z c e l a  č i  čá s t ečně  s p r á v -
n é .  Vě t š i n a  s t u de n tů  zde  dokáza l a  odův o d n i t ,  p r oč  E u k l i dův  
p o s t u l á t  n e p l a t í  p r o  k u l o v o u  p l o c h u  v  b o dě  b .  i  n a psa t  v l a s tn í  
p o s t u l á t  o  r o v n o běž n o s t i  v  b o dě  c .  Hodně  s t u de n tů  opě t  vynecháva -
l o  b o d  a .  p r a v děpodobně  z  t oho  důvodu ,  ž e  s e  j im rovnoběž n o s t  
v  r o v i ně  z d á  p ř í l i š  z ře j má .   
Z d á  s e ,  ž e  s t u d e n t i  p o  a b s o l v o v á n í  ú v o d n í  h o d i n y  z ača l i  v í c e  
p ře mý š l e t  o  v l i v u  p r a v i d e l n é h o  z a k ř i v e n í  n a  z á k o n i t o s t i ,  j e ž  p l a t í  
v  r o v i ně ,  a  z a h l o u b a l i  s e  d o  p r o b l é mu  r o v n o běžnos t i  na  ku lové  
p l o š e ,  k d y ž  u v a ž o v a l i  o  r o v n o běž n o s t i  n e j e n  me z i  p ř í m k a mi ,  a l e  i  
me z i  k ř i v k a mi .  Něk te r é  odpověd i  by ly  za j ímavé  a  ukazova ly  na  
z a u j e t í  s t u d e n t a  d a n ý m t é ma t e m:  
-   c .   N a  k u l o v é  p l o š e  ne e x i s t u j í  d vě  r o v n obě ž n é  p ř ímky .  
-   a .  P r o t o ž e  s e  n i k d y  p ř í m k y  n e se t k a j í .  
 b .  P r o t o ž e  p ř í m k y  m a j í  n e j m é ně  d va  spo l ečné  body .   
-   a .  P ř ímky  s e  nemohou  s e t ka t .  
 b .  Obě  d í k y  z a k ř i v en í  kou l e  j i ž  ne j sou  rovnobě ž né .  
-   b .  P r o t o ž e  h l a v n í  k r u ž n i c e  l e ž í  v  r o v i ně  p r o c h á z e j í c í  s t ře -
d e m  k u l o v é  p l o c h y .  
 c .   N a  k u l o v é  p l o š e  m o h o u  b ý t  d vě  h l avn í  k ru žn i ce  rovno -
bě ž n é  j e nom  v  p ř í p a dě ,  ž e  j sou  t o to žné ,  a  na  ku lové  p lo -
š e  mů ž e  b ý t  r o v no bě ž n á  h l a v n í  k r u ž n i c e  s  k r u ž n i c í  v e -
d l e j š í  nebo  mohou  bý t  rovnobě ž n é  v e d l e j š í  k r u žn i c e .  
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-   a .   P r o t o ž e  v  r o v i ně  s e  rovnobě ž k y  n i k d y  n e p r o t n o u  –  n e m a -
j í  s p o l ečný  bod .  
 b .  J e  d á n a  k r u ž n i c e  a  b o d ,  k t e r ý  n a  n í  n e l e ž í .  D a n ý m  
bodem l z e  v é s t  p rávě  j ednu  rovnobě ž ku  s  h lavn í  k ru žn i -
c í .  –  Pos tu lá t  nep la t í ,  p ro to že  hk  nemů ž e  m í t  r o v n o bě ž -
k u .  
 c .  N a  k u l o v é  p l o š e  n i k d y  n e mů ž o u  b ý t  d vě  p ř í m k y  r o v n o bě ž -
n é ,  a l e  p ř í m k a  a  k ř i v ka  ano .  
 
 V š i c h n i  s t u d e n t i ,  k t e ř í  p ro š l i  úvodn í  hod inou ,  ře š en í  t é t o  
ú lohy  uved l i .  
 
 N a o p a k  s t u d e n t i ,  k t e ř í  úvodn í  hod inu  nemě l i ,  čas to  řešen í  
ú l o h y  14  vynecháva l i .  Ce lkově  v š a k  b y l i  ú s pě š ně j š í  n e ž  s t u d e n t i  
z  p r v n í  f á z e  v ý z ku mu .  P oče t  s p r á v n ý c h  a  n e s p r á v n ý c h  o d p o věd í  s e  
z h r u b a  v y r o v n a l .  I  z d e  s e  o b j e v i l i  ře š i t e l é ,  k t e ř í  o d p o v í d a l i  v e l mi  
s p r á v ně ,  f o r mu l a c e  vě t š i n y  v š a k  n e j s o u  z d a l e k a  t a k  p ře sn é  a  
z a s věcené ,  j ako  odpověd i  těc h ,  k t e ř í  s e  zúča s t n i l i  ú v o dn í  h o d i n y .  
 T a k t o  v y p a d a l y  něk t e r é  z  o d p o věd í  s t u d e n tů ,  k t e ř í  d o  s i t u ac e  
p ř í l i š  nenah l éd l i :  
 -  b .  N e v í m ,  n e c h á p u .  
  c .  Dvě  n e b o  v í c e  k r u ž n i c  o k o l o  k o u l e  j s o u  r o v n o bě žné  
t e h d y ,  k d y ž  n a  j e d n é  v z t yč í m e  k o l m i c i ,  t a k  n a  p rů s eč í ku  
d r u h é  k r u ž n i c e  a  t é t o  k o l m ice  mus í  v zn i knou t  p ravý  
úhe l .  
 
 U  něk t e rých  j e  pa t rné ,  ž e  z ák l adn í  p ře d s t a vu  ma j í  s p r á v -
n o u ,  n e v y z n a j í  s e  v š a k  v  t e r mí n e c h  „ p ř í mk a “  a  „ k ř i vka“  na  kou l i :  
 -  b .  N e p l a t í ,  p r o t o ž e  h l a v n í  k r u ž n i c e  v  k o u l i  n e mů ž o u  b ý t  
r o v n o bě žné .  
  c .  P ř í m k y  v  k o u l i  b u d o u  r o v n o bě ž n é  p r á vě  t e hdy ,  k d y ž  
j e d n a  k r u ž n i c e  n e b u d e  h l a v n í .  
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 J e d e n  z e  s t u d e n tů  s i c e  s p r á v ně  odpovědě l  v  bodě  b . ,  t akže  t o  
vypada lo ,  ž e  p rob l ém rovnoběžnos t i  na  s f é ře  c h á p e ,  v  b o dě  c .  s e  
v š a k  u s vědč i l  z  p r ob l é mů  s  p ředs t avou  s f é ry  j ako  t akové :  
 -  b .  J e  d á n a  h l a v n í  k r u ž n i c e  a  bod ,  k t e rý  na  n í  ne l e ž í .  
Daným bodem l z e  v é s t  p rávě  j ednu  h lavn í  k ru žn i c i .  Ne -
p la t í ,  p ro to že  by  s e  pak  k ružn i ce  p ro t í na l y .  
  c .  R o v n o bě ž n o s t  n a  k u l o v é  p l o š e  p l a t í  p o u z e  t e h d y ,  p o k u d  
s e  j e d n á  o  p l o c h y .  
 
 T a k t o  v y p a d a l y  něk t e r é  o d p o věd i ,  k t e r é  by l o  l z e  u z n a t  z a  
sp r ávné :  
 -  a .  Bodem mů ž e  p r o c h á z e t  l i b o v o l n ý  p oče t  p ř ímek .  Mus í  bý t  
t o t o ž n é .  
  b .  Je  dána  h l .  k ru žn i ce  a  bod ,  k t e r ý  na  n í  ne l e ž í .  Daným 
b o d e m  l z e  v é s t  p r á vě  j e d n u  h l .  k r u ž n i c i  s  d a n o u  p ř ím -
kou .  Nep la t í ,  p ro to že  by  by la  m imo  povrch .  
  c .  Nen í  možné  vé s t  k  j edné  h l .  k ru žn i c i  d ruhou  t ak ,  aby  
b y l y  r o v n o bě ž n é .   
 -  a .  No pro to že  p ř í m ky  l e ž í  v  r o v i ně  →  t ím  pádem mohou  
b ý t  / / .    
  b .  P r o t o ž e  j e  t o  k u l a t ý .  T í m p á d e m  t y t o  p ř ímky  ne l e ž í  
v  r o v i ně  →  n emohou  bý t  / / .  
  c .  P ř í m k y  m o h o u  b ý t  r o v n o bě ž n é  p o u z e  v  r o v i ně .  Kde ž t o  na  
k u l o v é  p l o š e  t o h o t o  n e l z e  d o c í l i t .  
 -  b .   T o  n e p l a t í ,  p r o t o ž e  h l a v n í  k r u ž n i c e  b u d e  k  2 .  h l a v n í  
k r u ž n i c i  t r o c h u  n a k l o něná  a  bude  j i  p ro t í na t .  
  c .  N a  k u l o v é  p l o š e  n e n í  m o ž n é  s e s t r o j i t  d vě  r ovnobě ž né  
h lavn í  k ru žn i ce .  
 
Závě r :  
  
 Po  abso lvován í  úvodu  do  neeuk l i dovské  geome t r i e  by l i  t émě ř  
v š i chn i  zúča s t něn í  s t uden t i  s chopn i  vyvod i t  z ce l a ,  nebo  a l e spoň  
čá s t ečně  s p r á v n é  z á vě r y  o  z á k o n i t o s t e c h  p l a t í c í c h  p r o  k u l o v o u  
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p l o c h u ,  z a t í mc o  s t u d e n t i ,  k t e ř í  ú v o d n í  h o d i n u  n e mě l i ,  b y l i  ú s pě šn í  
v  mé ně  n e ž  p o l o v i ně  p ř í p a dů .  Z á r o v eň  b y l o  p a t r n é ,  ž e  s t u d e n t i  j s o u  
po  úča s t i  n a  ú v o d n í  h o d i ně  s chopn i  hovo ř i t  z a s věceně j i  
o  z ákon i t o s t ech  p ro  s f é ru  p l a t n ý c h ,  p o u ž í v a t  v h o d n é  t e r mí n y  a  
h l o u bě j i  r o z e b í r a t  j e d n o t l i v é  mož n o s t i  s i t uac í  a  t v r zen í ,  k t e r é  l z e  
o  r o v n o běžnos t i  na  s f é ře  p r o n é s t .   
V  t é t o  ú l o z e  s e  j e d n a l o  h l a v ně  o  s h r n u t í  p o z n a t ků ,  k t e r é  
s t u d e n t i  uč i n i l i  o  ku lové  p lo še  v  p růběhu  ře š e n í  p ředc h á z e j í c í c h  
p ř í k l a dů ,  j e  p r o t o  l o g i c k é ,  ž e  z d e  s t e j ně  j a k o  v  p r v n í  f á z i  v ý z k u m u  
u s pě l i  t i ,  k t e ř í  s  vě t š i n o u  p ře d c h á z e j í c í c h  ú l o h  n e mě l i  p o t í ž e .  P o  
a b s o l v o v á n í  ú v o d n í  h o d i n y  s e  p oče t  těc h t o  s t ude n tů  v ý r a z ně  zvýš i l .  
 
IX .  Zadá n í :  
 
15 .   P o p i š t e  v š e c h n y  z pů s o b y ,  j a k  s e  m o h o u  p r o t í n a t  t ř i  různé  
h l avn í  k ružn i ce .  
 
Ře š e n í  s t u d e n tů :  
 
Ře š e n í  t é t o  ú l o h y  s e  o d  těc h  z  p r v n í  f á z e  n i j a k  z á s a d ně  n e l i -
š i l a ,  n e z á v i s l e  n a  t y p u  z a d á n í  č i  n a  t om,  zda  s t uden t i  ab so lvova l i  
ú v o d n í  h o d i n u  n e b o  n e .   
Vysky t l y  s e  odpověd i  s p r á v n é ,  ml u v í c í  o  d v o u  a  š e s t i  b o d e c h ,  
-  1 )  V š e c h n y  p r o c h á z e j í  s p o l ečn ý m i  b o d y  A ,  B .  
 2 )  Dvě  p rocháze j í  spo l ečnými  body  A ,  B ,  t ře t í  j e  p r o t í n á  
v  b o d e c h  C ,  D ,  E ,  F .  
 
odpověd i  s p r á v n é  j e n  čá s t ečně ,  poč í t a j í c í  j e n  s e  d věm a  b o d y  
j a k o  p rů seč í k y  t ř í  k r u ž n i c ,  
-   Z pů s o bů  j e  n e k o n ečně  mnoho ,  a l e  v ždy  s e  budou  p ro t í na t  v e  
d v o u  b o d e c h .  
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odpověd i ,  k t e r é  s e  o  poč t u  p rů s eč í ků  vůb e c  n e z miňo v a l y ,  
-  J e  nekonečně  mnoho  způ s o bů ,  mohou  i  sp l ýva t ,  a l e  n i kdy  
n e b u d o u  r o v n o bě žné .  
 
i  něko l ik  odpověd í  ne sp rávných :  
-   M o h o u  s e  p r o t í n a t  p o u z e  v  j e d n o m  b o dě .  
 
Ú lohu  p ř i t o m ča s tě j i  n e v y p lňo v a l i  t i  s t u d e n t i ,  k t e ř í  n ep roš l i  
ú v o d n í  h o d i n o u ,  o s t a t n í  s e  o  o d p o věď  vě t š i n o u  p o k u s i l i .  
 
Závě r :  
 
 Ta to  ú loha  k l ade  vě t š í  ná roky  na  p ře d s t a v i v o s t  s t u d e n tů ,  když  
d o  h r y  v s t u p u j í  u ž  t ř i  h l a v n í  k r u ž n i c e  mí s t o  d o s a v a d n í  j e d n é  č i  
dvou .  Nezdá  s e ,  ž e  by  úvodn í  hod ina  s chopnos t  s t uden tů  p ře d s t a v i t  
s i  t u t o  s i t u a c i  ně j ak  vý razně  o v l i v n i l a ,  i  k d y ž  j e  p r a v d a ,  ž e  p o  
j e j í m a b s o l v o v á n í  ře š i l i  ú l oh u  ča s tě j i ;  s p r á v né ,  čás t ečně  s p r á v né  a  
n e s p r á v n é  o d p o věd i  s e  v šak  vysky tova ly  zh ruba  ve  s t e j ném pomě r u  
j a k o  v  p r v n í  f á z i  v ý z k u mu .  
 
 
7.7 .2 .2  Analýza  prací  s tudentů  č tvrtého ročníku 
 
T y p y  n e jča s tě j š í c h  c h y b ,  k t e r ý c h  s e  s t u d e n t i  p ř i  ře šen í  ú loh  
z  n e e u k l i d o v s k é  g e o me t r i e  d o p o u š tě j í ,  a  o b t í ž í ,  s  n i mi ž  s e  p ř i  t o m 
mohou  po týka t ,  s t e j ně  j ako  pos tupy  a  úvahy  řeš i t e lů  n a d  
j e d n o t l i v ý mi  ú l o h a mi  b y l y  p o p s á n y  j i ž  v ý š e .  V ý z k u m v e  č t v r t ý c h  
r očn í c í c h  b y l  z a mě ře n  p ře d e v š í m n a  p o r o v n á n í  d v o u  t y pů  z a d á n í ,  
t e d y  V e r z e  1  a  u p r a v e n é  V e r z e  2 ,  a  n a  z k o u má n í  j e j i c h  v l i v u  n a  
p o s t u p y  a  ú s pě š no s t  ře š e n í  s t u d e n tů .  C í l e m  t o h o t o  z k o u má n í  j e  
n a j í t  n e j v h o d ně j š í  způ sob ,  j akým může me  ú lohy  ze  s f é r i cké  
g e o me t r i e  s t u d e n tům p ře d k l á d a t ,  a by  t é ma  c o  mož n á  n e j p ř i r o ze ně j i  
p ř i j a l i  a  p o c h o p i l i ,  p o s t u p ně  z í s k á v a l i  n o v ý  g e o me t r i c k ý  p o h l e d  n a  
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s i t u a c i ,  b y l i  p o t é  s c h o p n i  v y v o z o v a t  s a mos t a t n é  z á vě r y  a  z b y t ečně  
j e  o d  t é t o  z a j í ma v é  g e o me t r i c ké  o b l a s t i  n e o d r a d i l a  bez r adnos t  
v  ře š e n í  ú l o h  z pů sobená  nepochopen ím něk t e r é h o  z e  z á k l a d n í c h  
p o j mů  p o t ře b n ý c h  p r o  o r i e n t a c i  v  n e e u k l i d o v s k é  g e o me t r i i .  
 
 
7.7 .2 .2 .1  Forma a  obecné  výs ledky výzkumu ve  
č tvrtých ročníc ích 
 
S t u d e n tům  j e d n o h o  z e  č t v r t ý c h  r očn í ků  b y l  t e d y  r o z d á n  p r a -
covn í  l i s t  s  ú lohami  ze  s f é r i cké  ge o me t r i e  v e  V e r z i  1 ,  s t e j n ý  j a k o  
ře š i l i  s t u d e n t i  v  p r v n í  f á z i  v ý z k u m u .  P o t é ,  c o  t e n t o  l i s t  v y ře š i l i ,  
by ly  j im  ú lohy  rozdány  znovu ,  nyn í  v š a k  v  u p r a v e n é m z a d á n í  
V e r z e  2 .  Ře š i t e l é  b y l i  v y z v á n i ,  a b y  s i  z n o v u  p řeče t l i  z adán í  ú loh  a  
vy ře š i l i  t e n t o k r á t  p o u z e  t y ,  j e j i c h ž  ře š e n í  s e  r o z h o d n o u  n a  z á k l a dě  
n o v é h o  z a d á n í  z měn i t  ( k  os t a t n í m p s a l i ,  ž e  ře š e n í  j e  s t e j né  j ak o  
v  p ře d c h oz í m l i s tě ) .  K a ž d ý  z e  s t u de n tů  s e  s amoz ře j mě  podepsa l ,  
a b y  b y l o  mož n é  p o s u z o v a t  p r á c e  j e d n o t l i vý c h  řeš i t e lů  zv l á šť .  
Něk t e ř í  s t u d e n t i  c h y bě l i  p ř i  z a d á v án í  j e d n oh o  z  t y pů  ú l o h ,  j i n í  
c h y bě l i  p ř i  j e j i c h  o d e v z d á v á n í ;  d o  r u k y  s e  mi  t ak  nakonec  dos t a lo  
d v a n á c t  k o mpl e t n í c h  ře š e n í ,  t e d y  Ve r z e  1  i  V e r z e  2  v y p r a c o v a n á  
t ý mž  ře š i t e l e m.  Z  v ý š e  z mí něn ý c h  důvodů  s e  z d e  z a mě ř í m  
p ře d e v š í m  n a  p o s u z o v á n í  p r á c e  těc h t o  s t u d e n tů .  
A b y  b y l o  mož n é  z k o u ma t  v l i v  s a mo t n é h o  z pů s o b u  z a d á n í  n a  
ú s pě šnos t  ře š e n í  ú l o h y ,  n e b y l a  d o  v ý u k y  těch to  s t uden tů  z a řazena  
úvodn í  hod ina .  
 
Na  p r ac í ch  s t uden tů  z e  č t v r t é h o  r očn í k u  b y l o  v i dě t ,  ž e  j e j i c h  
ma t e ma t i c k é  myš l e n í  a  p ředs t av ivos t  j sou  vyspě l e j š í ,  n e ž  
u  s t u d e n tů  r očn í k u  p r v n í h o ,  a l e  i  s t u d e n tů  z  p r v n í  f á z e  v ý z ku mu .  
T é mě ř  v š i c h n i  d o ká z a l i  s a m i  z a k r e s lo v a t  n áč r t k y  k o u l e  a  d o  n i c h  
s v á  řešen í .  K  pokusu  ře š i t  ú l o h y  p o m o c í  t r a n s f o r ma c e  d o  r o v i n y  č i  
z a p oč í t á v a t  b o d y  mi m o  p o v r c h  k o u l e  d o š l o  ( n e p oč í t á m- l i  ú l o h u  13 )  
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j e n  d v a k r á t ,  a  t o  v ž d y  p o u z e  v e  V e r z i  1  ( b o h u ž e l  a l e  t i t o  s t u d e n t i  
c h y bě l i  p ř i  z a d á v á n í  č i  o d e v z d á v á n í  V e r z e  2 ,  t a k ž e  n e n í  mož né  
z j i s t i t ,  zda  b y  s v á  řešen í  up rav i l i ) .  Nap ros t á  vě t š i na  dokáza l a  
s p r á v ně  p o r o v n a t  mož n o s t i  p r o t n u t í  p ř í me k  v  r o v i ně  a  n a  k u l o v é  
p l o š e  p o m o c í  t a b u l k y  v  ú l o z e  8  j i ž  v e  V e r z i  1 ;  p ř i j a l i  f ak t ,  ž e  
p ř í mk a  j e  n a  k o u l i  r e p r e z e n t o v á n a  h l a v n í  k r u ž n i c í  a  t o m u t o  p o j m u  
z ře j mě  dob ře  r o z u mě l i ,  j e l i k o ž  v š i c h n i  s p r á v ně  odpovědě l i  
v  ú l o z e  11 ,  ž e  k o l e j e  n e mo h o u  p ředs t avova t  h l avn í  k ružn i ce ,  a  
něk t e ř í  do k á z a l i  ob h á j i t ,  p r oč  t o mu  t a k  j e .  Ovš e m v e  v y v o z o v á n í  
v l a s t n í c h  z á vě rů  v  ú l o z e  14  b y l i  s i c e  ú s pě š ně j š í  n e ž  ře š i t e l é  z  p r vn í  
f á z e  v ý z k u mu ,  a v š a k  o  m n o h o  s l a b š í  n e ž  s t u d e n t i  těc h  p r vn í c h  
r očn í ků ,  k t e r é  a b s o l v o v a l y  ú v o d n í  h o d i n u .  
V š i c h n i  ře š i t e l é  by l i  v  řešen í  Ve r ze  2  ú spě š ně j š í  n e ž  ve  V e r -
z i  1 ,  u  něk t e r ý c h  z měn a  ře š e n í  o v l i v n i l a  z á s a dně  c e lkovou  
ú s pě šnos t  vyp racován í  ú loh .  Sku t ečně  měn i l i  ře š e n í  p ře d e v š í m těc h  
ú l o h ,  j e j i c h ž  z a d á n í  b y l o  p r o  V e r z i  2  u p r a v e n o .  J e l i k o ž  ú l o h y  
v  p r a c o v n í m l i s tě  s p o l u  p ř i r o ze ně  k o r e s p on d u j í ,  doc h á z e l o  k e  
z měn á m  i  d a l š í c h  ú l o h  n a  z á k l a dě  n o v ý c h  v l a s t n o s t í  p l a t í c í c h  v e  
s f é r i c k é  g e o me t r i i ,  j e j i chž  e x i s t e n c i  s i  s t u d e n t i  n a  z á k l a dě  
z měněn é h o  z a d á n í  z ře j mě  uvěd o mi l i .  
 
K a ž d ý  s t u d e n t  z měn i l  n a  z á k l a dě  up r a v e n é ho  z a d á n í  řešen í  
a l e s p oň  j e d n é  ú l o h y ,  n e j v ý š e  s e  p a k  v y s k y t l o  o s m ú l o h  z měněn ý c h  
j e d n í m s t u d e n t e m.  
Poč t y  z měněn ý c h  ře š e n í  j e dn o t l i v ýc h  ú l o h  a  po r o v n á n í  ú s pě š -
n o s t i  ře š e n í  o b o u  v e r z í  z o b r a z u j e  t a bu l k a  3 .  V  t abu l ce  vynechává m 
ú l o h y  9  a  10 ,  v e  k t e r ý c h  s t u d e n t i  h o d n o t í  z a j í ma v o s t  a  o b t í ž n o s t  
s f é r i c k é  g e o me t r i e ,  a  p ř i r ozeně  t ak  ne l ze  rozhodnou t  o  sp r ávnos t i  
ře šen í ,  a  ú lohu  14  a ,  v  n í ž  řeš i t e l é  vě t š i n o u  k r e s l i l i  j e n  o b r á ze k  
r o v n o běžek .  V1  v  t abu l ce  znač í  z a d á n í  V e r z e  1 ,  V 2  p a k  V e r z e  2 .  
 
T a b u l k a  4  d á l e  z a c h y c u j e  p o r o v n á n í  ře š e n í  V e r z e  1  a  V e r z e  2  
j e d n o t l i v ý mi  s t u d e n t y ,  j e j i ch  z l epšen í  a  zho r šen í  a  da l š í  změn y ,  
k t e r é  na  z á k l a dě  u p r a v e n é h o  z a d á n í  v  ře š e n í  p r o v e d l i .  
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č í s l o  
ú lohy  
vy ře š e n o  
s p r á v ně  
vy ře š e n o  
čá s t ečně  
s p r á v ně  
vy ře š e n o  
n e s p r á v ně  
 
nevyřešeno
V1  V2  V1  V2  V1  V2  V1  V2  
1  9  11  3  1  0  0  0  0  
2  9  11  3  1  0  0  0  0  
3  6  7  2  4  2  0  2  1  
4  11  12  1  0  0  0  0  0  
5  9  11  1  0  2  1  0  0  
6  6  9  3  1  3  2  0  0  
7  9  11  0  0  3  1  0  0  
8  7  7  3  3  1  1  1  1  
11  12  12  0  0  0  0  0  0  
12a  4  7  3  2  4  3  1  0  
12b  9  9  1  1  1  2  1  0  
13  0  1  0  0  11  10  1  1  
14b  6  7  2  1  2  3  2  1  
1 4 c  3  3  0  0  2  2  7  7  
15  5  5  4  5  3  2  0  0  
ce lkem 105  123  26  19  34  27  15  11  
      Tab .  3  
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      Tab .  4  
 
Legenda  k  tabu lce  4 :   
+  ú s pě š n é  řešen í  
-  n e ú s pě š né  řešen í  
/  čá s t ečně  ú spě š n é  řešen í  
x  n e v y řešeno  
X X  z měn a  k  l e p š í mu  
XX  n e u t r á l n í  z měna  
X X  z měn a  k  h o r š í mu  
X X  o p r a v e n á  č i  z p ře s něn á  f o r m u l a c e ,  k t e r á  ú s pě šnos t  neov l i vn i l a  
B í l e  j s o u  p o d b a r v e n a  n e z měněn á  řešen í  ú loh  
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7.7 .2 .2 .2  Vlastní  rozbor  řešení  ú loh 
 
Z  o b o u  t a b u l e k  j e  p a t r n é ,  ž e  ře š i t e l é  by l i  ú spě š ně j š í  p ř i  ře š e n í  
ú l o h  v e  V e r z i  2 .  D á l e  b u d o u  r o z e b r á n y  k o n k r é t n í  p o d o b y  z měn ,  
k t e r é  s t ude n t i  v  j ed n o t l i v ých  ú l o h á c h  n e jča s tě j i  p roved l i .  
 
Z měn y  v  ú l o h á c h  1  a ž  2 ,  t ýka j í c í ch  s e  kons t rukc í  v  r ov ině ,  
s p oč í v a l y  p ře d e v š í m  v  t o m,  ž e  s i  s t ude n t i  n e j p r v e  n e uvěd o mi l i ,  ž e  
l z e  n a r ý s o v a t  p ř í mk u ,  k t e r á  má  v í c e  n e ž  d v a  s p o l ečné  body  s  danou  
p ř í mk o u ,  t e d y  p ř í mk u  t o t o ž n o u .  Tu t o  mož n o s t  p a k  d o p l n i l i  d o  
V e r z e  2 .  
V  ú l o z e  3 ,  v  n í ž  m a j í  ře š i t e l é  p o p s a t  z pů s o b y  p r o t n u t í  p ř í me k ,  
b y l o  n a  něk t e r ýc h  ře š e n í c h  o pě t  v i dě t ,  ž e  s t u d e n t i  ma j í  p o t í ž e  
s  u c h o p e n í m ú l o h y  v e  V e r z i  1 ;  z měny  ře š e n í ,  k t e r é  u vá dě l i  v  d ruhé  
v e r z i ,  v y p a d a l y  n a p ř í k l ad  t ak to :  
-  V 1 :  -  
 V 2 :  J e d e n  n e b o  ž á d n ý  s p o l ečn ý  b o d .  
-  V 1 :  P o k u d  n e j s o u  r o v n o bě žné .  
 V 2 :  M o h o u  m í t  j e d e n  s p o l ečn ý  b o d .   
-  V 1 :  K d y ž  n e j s o u  r o v n o bě žné  nebo  sp l ýva j í .  
 V 2 :  Shodné  –  nekonečně  m n o h o  s p o l .  b o dů ,  rů z n o bě žné  –  
1  s p o l ečný  bod .  
 
 V  ú l o z e  4  s e  j eden  ze  s t uden tů  ne j p r ve  do mní va l ,  ž e  j e ho  
z á vě ry  budou  p ro  ku lovou  p loc hu  s t e j né ,  na  zák l adě  zkušenos t i  
s  ře š e n í m  V e r z e  1  p a k  s v é  t v r z e n í  v e  V e r z i  2  o p r a v i l .  D a l š í  z měny  
s p oč í v a l y  v  p ř í p adném odův o d něn í  t e z e .  
 
 Ú l o h á m n a  k u l o v é  p l o š e  p ředcháze j í  ve  Ve rz i  2  návodné  
o t á z k y ,  p o moc í  k t e r ý c h  mě l i  s t u d e n t i  p ř i s o u d i t  h l a v n í  k r u ž n i c i  
v l a s tnos t ,  k t e r á  j i  op r avňu j e  k  r e p r e z e n t a c i  p ř í mk y  n a  s f é ře ,  n a  
z á k l a dě  a n a l o g i e  s  d e f i n i c í  p ř í mk y  v  r o v i ně .  N á v o d n é  o t á z k y  j i m  
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mě l y  p o m o c i  p ře de v š í m p ř i  ře š e n í  ú l o h y  13 ,  s e  k t e r o u  mě l a  vě t š i n a  
ře š i t e lů  p r v n í  f á z e  v ý z k u mu  p o t í ž e .  
 Z  d v a n á c t i  řeš i t e lů  b y l y  v  o d p o věd ích  na  t y to  o t ázky  zce l a  
ú s pě š n í  p o u z e  t ř i ,  když  odpov ída l i ,  ž e  p ř ímka  ( r e sp .  ú sečka )  j e  
n e j k r a t š í  mož n o u  s p o j n i c í  d v o u  b o dů  v  r o v i ně ,  s t e j ně  j a k o  h l a v n í  
k r u ž n i c e  ( r e s p .  j e j í  o d p o v í d a j í c í  čá s t )  j e  n e j k r a t š í  mož n o u  s p o j n i c í  
dvou  bodů  n a  k u l o v é  p l o š e ,  o v š e m j e n  j eden  z  n i ch  u p l a t n i l  n ov o u  
i n f o r ma c i  v  řešen í  ú lohy  13  a  o p r a v i l  s v é  původně  n e s p r á v n é  řešen í  
n a  s p r á v n é .  O s t a t n í  o d p o věd i  n e u v á dě l i ,  n e b o  u v e d l i  j e n  d e f i n i c i  
p ř í mk y ,  n e b o  o d p o v í d a l i  n e s my s l ně .  Zde  j sou  p ř í k l a dy  něk t e r ý c h  
t a k o v ý c h  o d p o věd í :  
 -  P ř ímka  p rocház í  body  A ,  B .  A ,  B  ná l e ž í  k ,  S ( k )  j e  na  
p ř í m c e .  
  V  r o v i ně  j e  p ř í m ka  ú s ečk a ,  k t e r á  z ač í n á  -  ∞  a  k o nč í  +∞  
n e b o  j e n  ∞ ,  n a  k o u l i  s e  p oč í t á  s  j i ný m  p r o s t o r e m ,  t o  j e  b l -
b o s t ,  u  k o u l e  t a  k o u l e  j e  d á n a  r o z mě r em ,  rov ina  ne .  
 -  M u s e l a  by  b ý t  z ak ř i v e n á .  (Odpověď  n a  o t ázku  „Co  můž e m e  
ř í c t  o  p ř í mc e  p r o c h á z e j í c í  dvěma  b o d y  ( v  r o v i ně ) . )  
 -  M u s í  b ý t  l o m e n á .  (Odpověď  n a  t u t é ž  o t á z k u . )  
 
 V  ú l o z e  5  s e  něk t e ř í  s t u d e n t i  n e j p r v e  d o mní v a l i ,  ž e  n a  k u l o v é  
p l o š e  n e l z e  n a r ý s o v a t  p ř ímku ,  k t e r á  má  s  da nou  p ř ímkou  spo l ečné  
d v a  b o d y ,  ž e  l z e  n a r ý s o v a t  p ř í mk u  r o v n o běž n o u ,  n e b o  ú l o h u  
n e d o k á z a l i  v y ře š i t .  V e  V e r z i  2  p a k  z ača l i  d o  k o u l e  z n o v u  
z a k r e s l o va t  n áč r t ky  h l avn í ch  k ružn i c  a  svá  ře šen í  vždy  ve lmi  
s p r á v ně  op r av i l i :  
 -  5 .   V 1 :  3 ,  5  ne jde .  
   V 2 :  2 ,  3  ne jde .  
  6 .  V 1 :  Jakmi l e  s e  p ro tnou ,  v ždy  ve  dvou  bodech .  
   V2 :  V í c e  n e ž  j e d e n  b o d ,  n e b o  d v a  b o d y .  
  7 .  V 1 :  Ano .  
   V2 :  Ne .  
 -  5 .  V 1 :  -  
   V 2 :  2 ,  3  ne jde .  
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  6 .   V 1 :  V ž d y  s e  p r o t n o u .  
   V 2 :  M a j í  s p o l ečn é  2  b o d y ,  n e b o  v í c e  n e ž  j e d e n  b o d .  
 -  5 .  V 1 :  -  
   V 2 :  L z e  p r o v é s t  k r o k y  1 ,  4 ,  5 .  
 -  6 .  V 1 :  M a j í  1 ,  2 ,  ∞  s po l ečných  bodů .  
   V 2 :  M a j í  2  n e b o  ∞  s po l ečných  bodů .  
  7 .  V 1 :  Ano .  
   V2 :  Ne .  
 -  7 .  V 1 :  Ne .  
   V 2 :  Mů žou ,  pokud  sp l ýva j í .  
  
 Z  t abu lky  4  j e  dob ře  v i dě t ,  ž e  ú lohy  1  a ž  3  op r avova l i  
vě t š i n o u  t i  s t u d e n t i ,  k t e ř í  o p r a v i l i  i  ú l o h y  5  a ž  7 .  J e  m o ž n é ,  ž e  s i  
n a  z á k l a dě  b l i ž š í h o  p r o z k o u má n í  k u l o v é  p l o c h y  a  z pů sobů  p r o t n u t í  
d v o u  h l a v n í c h  k r u ž n i c  u věd o mi l i  d a l š í  mo ž n o s t i  p ro t n u t í  p ř í me k  
v  r o v i ně ,  n a  k t e r é  z a p o mně l i  ( p ře de vš í m t o t o ž n o s t ) .  
 
 Z měn y  v  ú l o z e  8  s p oč í v a l y  p ředevš ím v  t o m,  že  s t uden t i  
up ře s n i l i  s v á  ře š e n í  a  p ř i řa d i l i  k  s o bě  j e d n o t l i v é  mož n o s t i  p r o t n u t í  
p ř ímek  v  obou  s rovnávaných  p ro s to r ech ,  j ak  i l u s t ru j í  ob r .  95  a ,  b .  
 
 V 1 :  
 
  
 
 
 
   Obr .  95a  
V 2 :  
 
 
  
 
   Obr .  95b  
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 Něk t e ř í  s t u d e n t i  s e  r o z h od l i  z měn i t  n e b o  u p ře s n i t  i  s v é  
z á vě r y  o  j e d n o d u c h o s t i  a  z a j í ma v o s t i  p r o t n u t í  p ř í me k  v  r o v i ně  n a  
k u l o v é  p l o š e  v  ú l o h á c h  9  a  10 ;  d r u h á  v ý p o věď  s vědč í  o  t o m ,  ž e  
něk t e ř í  p ř i j a l i  h l a v n í  k r u ž n i c i  j a k o  p ř í m k u  t e p r v e  p ř i  řešen í  
V e r z e  2 :  
 -  9 .  V 1 :  V  r o v i ně  j e d n od u š š í ,  j s e m  n a  t o  z v y k l ý .  
 V2:  V  r o v i ně ,  v í c  s e  v  n í  o r i en tu j u ,  j e  t o  j ako  kus  pap í -
r u .  
  10 .  V 1 :  J e  t o  j a k o  v  j i n é m  p r o s t o r u ,  n e v í m .  
   V 2 :  N e o r i e n t u j u  s e ,  n e j s e m  n a  t o  z v y k l ý .  
 -  9 .  V 1 :  J e l i k o ž  n a  k u l o v é  p l o š e  n e j s o u  p ř í m k y ,  t a k  j e d n o -
d u š š í  t o  b u d e  u  p ř ímek .  
   V2 :  J e  t o  s t e j n é ,  p o k u d  u v a ž u j e me  h lavn í  k ru žn i c i  j ako  
p ř í m k u .  
 
 J a k  j i ž  by l o  řečeno ,  ú lohu  11  vy ře š i l i  v š i ch n i  s p r á vně  j i ž  
v  p r v n í  v e r z i .  V e  V e r z i  2  t e d y  vě t š i nou  dop lňo v a l i  něk te r é  da l š í  
dův o d y  a  z n a k y ,  n a  z á k l a dě  k t e r ý c h  p o z n á me ,  ž e  d vě  h l a v n í  
k r u ž n i c e  n e mo h o u  b ý t  r o v n o běž n é .  J e d e n  z e  s t u d e n tů  s e  r ozhod l  
z měn i t  s p r á v n é  řešen í  na  špa tné ,  an i  j edno  z  n i ch  v šak  nedokáza l  
podpo ř i t  ž á d n ý mi  a r g u me n t y :  
-  V 1 :  N e ,  n e m a j í  s t e j n ý  p o l o mě r .  
 V 2 :  N e ,  n e m a j í  s t e j n ý  s t ře d .  
-  V 1 :  N e ,  n e m o h o u ;  h l a v n í  k r u ž n i c e  n e m o h o u  b ý t  r o v n o bě ž n é  
p o  c e l é m  o b v o d u  z e mě ,  p r o t o ž e  s t ředy  h lavn í ch  k ružn i c  ma-
j í  b ý t  i  s t ředem Země .  
V 2 :  H l a v n í  k r u ž n i c e  n e m o h o u  b ý t  rů z n é ,  a n i ž  b y  s e  p r o t í n a -
l y .  
-  V 1 :  Ne .  
 V 2 :  A h a ,  t a k  t o  b y  a s i  š l o ,  t a k  t o  v š e  měn í .  
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Ú l o h a  12  b y l a  j e d n o u  z  n e j o p r a v o v a ně j š í c h ,  j a k  j e  v i dě t  i  
z  t a b u l k y  4 .  Vě t š i n a  o p r a v  s p oč í v a l a  v  t o m,  ž e  s t u d e n t i ,  k t e ř í  v e  
V e r z i  1  sp r á v ně  odpovědě l i ,  ž e  s e  j edná  o  k ružn i c i ,  zde  dop lňova l i  
d a l š í  ře še n í  ( b o d) .  Něk t e ř í  v e  V e r z i  1  ú l o h u  n e v y ře š i l i  a  zde  
o d p o v í d a l i  s p r á v ně  v e  v šech  bodech .  
 
Ú l o h a  13  b y l a  j a k o  u  v š e c h  o s t a t n í c h  řeš i t e lů  z  c e l ého  vý -
z k u mu  i  u  č t v rťá ků  „ k a me n e m ú r a z u “ .  V e  V e r z i  1  j i  s p r á v ně  
n e v y řeš i l  n ikdo .  Ve  Ve rz i  2  j i  vy ře š i l  s p r á v ně  a l e spoň  j eden  
s t u d e n t ,  k t e r ý  o d h a l i l  k o r e s p o n d e n c i  me z i  n á v o d n ý mi  o t á z k a mi  a  
t o u t o  ú l o h o u .  O s t a t n í  s v é  řešen í  buď  n e o p r a v i l i ,  n e b o  j e j i c h  o p r a v a  
n e mě l a  n a  ú s pě š n o s t  v l i v ,  a  t o  a n i  v  p ř í p adě ,  ž e  t i t o  s t u d en t i  
s p r á v ně  odpovědě l i  n a  návodné  o t ázky .  
-  V 1 :  Nejk ra t š í  c e s ta  vede  pod  povrchem Země .  
V 2 :  N e j k r a t š í  c e s t a  v e d e  p o  h l a v n í  k r u ž n i c i .  ( S t u d e n t  ře š e -
n í  d o p l n i l  s p r á v n ý m n áč r t k e m d o  p ř i p o j e n é h o  o b r á z k u  
( o b r .  9 6 ) . )  
-  V 1 :  Pro tože  op i su j e  k ru žn i c i  a  ne j ede  „rovně“ .  
  V 2 :  P r o t o ž e  Z e mě  j e  k u l a t á .  
 
 
                 Obr .  96  
 
 J a k  b y l o  řeče n o  v ý š e ,  v  ú l o z e  14a  k r e s l i l i  s t u d e n t i ,  s t e j ně  
j a k o  ře š i t e l é  z  p r v n í  f á z e  v ý z k u mu ,  vě t š i n o u  p o u z e  o b r á z e k  dv o u  
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r o v n o běžek .  V  t abu l ce  4  j e  v idě t ,  ž e  ú l o h u  14b  o p r av i l i  
v  u p r a v e n é m z a d á n í  p o u z e  d v a  s t u d e n t i ,  j e d e n  z  n i c h  v š a k  p o u z e  
p ře p s a l  E u k l i dův  pos tu l á t  nah razen ím s lova  „p ř í mk a “  s o u s l o v í m  
„ h l a v n í  k r u ž n i c e “ ,  n e o dův o d n i l  v š a k  j e h o  n e p l a t n o s t .  D r u h ý  
s t uden t  op rav i l  svou  těžko  s rozumi t e lnou  fo rmu l ac i  z  p rvn í  ve r ze  a  
uved l  pos tu l á t  p l a tný  p ro  ku lo v o u  p l o c h u  ( i  z d e  s e  n e v y j á d ř i l  z ce l a  
p ře s ně ,  vě ř í m  v š a k ,  ž e  mě l  n a  mys l i  s p r á v n é  o důvodněn í ) :  
 -  V 1 :  Pro tože  bod  nemů ž e  l e ž e t  na  h lavn í  k ru žn i c i ,  t a k  
n e mů ž e  b ý t  d r u h á  h l a v n í  k r u ž n i c e  r o v n o bě žná  s  p rvn í  a  
p r o c h á z e t  b o d e m ,  p r o t o ž e  t o  u ž  j e  v e d l e j š í  k r u ž n i c e  ( j i n ý  
s t řed  a  po lomě r ) .  
  V 2 :  N e l z e  v é s t  d r u h o u  r o v n o bě ž n o u  k r u ž n i c i  k  h l a v n í ,  
p ro to že  u ž  by  by la  m imo  s t řed .  
 
Ře šen í  ú lohy  15 ,  kde  mě l i  ře š i t e l é  p op s a t  z pů s o b y  p r o t n u t í  t ř í  
h l a v n í c h  k r u ž n i c ,  b y l o  u  s t u d e n tů  č t v r t é h o  r očn í k u  o pě t  s r o v n a t e l n é  
s  ře š i t e l i  z  p r v n í  f á z e  v ý z k u mu;  i  z d e  s e  v y s k y t o v a l y  s t e j n é  t y p y  
odpověd í .  Oprava  t é t o  ú lohy  vypada l a  nap ř í k l ad  t a k t o :  
-  V 1 :  S h o d n é ,  2 ,  4 ,  6  p rů s eč í ků .  
 V 2 :  S h o d n é ,  rů z n obě ž n é .  
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7.9  Shrnut í  výs ledků  výzkumu 
  
 Na  zák l adě  r ozbo ru  výs l edků  výzkumu  l ze  ř í c i ,  ž e  p ř i j í má n í  
neeuk l i dovského  svě t a  n e p ře d s t a v u j e  p r o  s t ude n t y  s t ře d n í c h  š k o l  
z á v a ž ně j š í  p r o b l é m .  T i ,  k t e ř í  dokáza l i  ú spě š ně  vy ře š i t  vě t š i n u  ú l o h ,  
b y l i  v  p řevaze ,  něk t e ř í  v y ře š i l i  z c e l a  s p r á v ně  v š echny  ú lohy  a  na š l i  
s e  i  t a c í ,  k t e ř í  t o  d o k á z a l i  b e z  n á v o d u ,  j a k  d o  n e e u k l i d o v s k é h o  
s vě t a  n a h l í ž e t ,  a  b e z  mo d e l u ,  k t e r ý  b y  j i m p o m o h l .  M n o h o  t a k o v ý c h  
s t u d e n tů  mě l o  s i c e  p o t í ž e  s  p ř i j í má n í m e l i p t i c k é  r o v i n y  j a k o  
d v o u r o z mě r n é  p l o c h y ,  ú v o d n í  h o d i n a  a  v h o d n é  z a d á n í  v š a k  vě t š i ně  
z  n i ch  pomoh ly  t en to  nedos t a t ek  ods t r an i t .  
 D r u h á  f á z e  v ý z k um u  t o t i ž  p r o ká z a l a ,  ž e  u p r a v e n é  z a d á n í  i  
ú v o d n í  h o d i n a  ma j í  n a  ře še n í  s t u de n tů  n e ma l ý  v l i v .  P ředevš ím  
ú v o d n í  ho d i n a  j e  d o k á z a l a  v  n á h l e du  n a  s f é r i c k ý  p r o s t o r  s p r á vně  
n a s mě r o v a t .  J e j í  n á p l n í  p ř i t om by lo  pouze  důk l a d né  s e z ná m e n í  
s t u d e n tů  s  p o j me m  h l a v n í  k r u ž n i c e  a  p r e z e n t a c e  o p r á v něn o s t i  j e j í h o  
z t o t o ž něn í  s  p ř í mk o u  n a  k o u l i  p o mo c í  a n a l o g i e  s  r o v i n o u ,  důk a z u  i  
ú l o h  z  r e á l n é h o  ž i v o t a .  P ře s t o  s tu d e n t i  po  j e j í m  a b s o l v ová n í  
d o k á z a l i  s a mos t a t ně  vyvozova t  z ákony  p l a tné  p ro  s f é r i ckou  rov inu ,  
f o r mu lova t  pos tu l á ty  o  r ovnoběž n o s t i  a  p o s t i h n o u t  r o z d í l y  m e z i  
e u k l i d o v s k o u  a  e l i p t i c k o u  r o v i n o u  i  j e j i c h  p o d s t a t u .  P r o k á z a l o  s e  
t a k ,  j a k  dů l e ž i t é  j e  p r o  ně  p o c h o p i t ,  p r oč  j e  p ř ímka  na  ku lové  p lo še  
r e p r e z e n t o v á n a  h l a v n í  k r u ž n i c í .  V ý z k u m t a k é  u k á z a l ,  ž e  s a mos t a t n é  
vyvozen í  t oho to  závě r u  j e  p ř i  řešen í  podobných  ú loh  p ro  vě t š i n u  
s t u d e n tů  p r o b l e m a t i c k é ,  j e l i k o ž  těc h ,  k t e ř í  t o  dokáza l i ,  n eby lo  
mnoho .   
 Z  f o r mu l a c í  s t u d e n tů ,  k t e ř í  a b s o l v o v a l i  ú v o d n í  h o d i n u ,  j e ž  
b y l y  mno h e m p ře s ně j š í ,  s  p o u ž i t í m s p r á v n ý c h  t e r mí nů  a  pů s o b i l y  
z a s věc e ně j i  n ež  odpověd i  o s t a t n í c h  ře š i t e lů ,  l z e  u soud i t ,  ž e  d íky  
úča s t i  n a  ú v o d n í  h o d i ně  s t uden t i  nah l éd l i  do  s i t uace  na  s f é ře  
h l o u bě j i  a  s  vě t š í  j i s t o t o u .  S vědč í  p r o  t o  i  d a l š í  a t r i b u t ,  k t e r ý  
řešen í  ú l oh  těc h t o  ře š i t e lů  p r o v á z e l .  B y l o  j í m o důvodňován í  
odpověd í ,  i  těch ,  kde  neby lo  vysvě t l en í  e x p l i c i t ně  vyžadováno .  
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 V  d r u h é  f á z i  v ý z k u mu  b y l y  t é mě ř  ú p l ně  v y mýc e n y  h l a v n í  
p r o b l é my ,  s  k t e r ý mi  s e  p o t ý k a l i  s t uden t i  v  p rvn í  f á z i .  K  pokusu  
t r a n s f o r mo v a t  k u l o v o u  p l o c h u  d o  r o v i n y  d o c h á z e l o  j e n  v e  v e l mi  
o j e d i ně l ýc h  p ř í p a d e c h ,  n a v í c  n i k d y  u  s t u d e n tů ,  k t e ř í  p r o š l i  ú v o d n í  
h o d i n o u .  I  p oče t  p ř í p a dů  s n a h y  z a h r n o u t  d o  řešen í  body  mimo  
k u l o v o u  p l o c h u  s e  o p r o t i  p r v n í  f á z i  v ý z k u m u  s n í ž i l  n a  mi n i m u m.  
Z d á l o  s e  t a k é ,  ž e  s t u d e n t i  d o b ře  p o c h o p i l i  p o j e m h l a v n í  k r u ž n i c e ,  
n e b oť  t é mě ř  vůb e c  n e d o c há z e l o  k  j e j í  z á měně  z a  k r u ž n i c i  j i n o u .   
 J e l i k ož  s e  v ý r a z ně  n e z l e pš i l a  řešen í  pouze  těch ,  k t e ř í  s e  
úča s t n i l i  ú v o d n í  h o d i n y ,  a l e  i  o s t a t n í c h ,  l z e  t o t o  z l e p š e n í  p ř ič í s t  
n e j e n  u p r a v e n é mu  z a d á n í ,  a l e  p o d l e  mé h o  n á z o r u  p ře de v š í m t o m u ,  
ž e  s t u d e n t i  z  t é t o  f á z e  p o u ž í v a l i  mo d e l y  k o u l e  v  p o d o bě  míčků  a  
něk t e ř í  svá  ře še n í  z a k r e s l ova l i  p ř í mo  n a  ně ;  n av í c ,  j ak  j i ž  by lo  
řeče n o ,  b y l  v š e m  n e j p r v e  v y s vě t l e n  p o j e m h l a v n í  k r u ž n i c e .  
P ro j ev i l o  s e  t ak ,  j ak  j e  dů l e ž i t é  nab ídnou t  s t uden tům v í c e  mož n o s t í  
z pů s o bů  ře š e n í ,  a b y  s i  mo h l i  v y b r a t  t e n  n e j v h o d ně j š í ,  a  p r e z e n t o va t  
t é ma  růz n ý mi  c e s t a mi ,  d í k y  n i mž  s i  u j a s n í  j e h o  p o d s t a t u .  
S tuden t i  p rvn ího  ročn íku  by l i  po  abso lvován í  úvodn í  hod iny  
v  ře šen í  ú loh  ú spě š ně j š í  ne ž  s t u d e n t i  r očn íku  d ruhého  a  t ře t ího  a  
v  mn o h a  o h l e d e c h  p ře dč i l i  i  s t uden ty  v  ročn í k u  p o s l e d n í m.  P ře s t o ž e  
ú s pě šnos t  č t v rťá ků  b y l a  v  p o r o v n á n í  s e  s t u d e n t y  z  p r v n í  f á z e  
v ý z k u mu  c e l k o vě  vy soká ,  vě t š i n a  z  n i c h  n e b y l a  v  z á vě r u  
p r a c o v n í h o  l i s t u  s c h o p n a  v y v o d i t  p o s t u l á t y  p l a t n é  p r o  s f é r i c k ý  
p ro s to r  na  rozd í l  od  s t uden tů  těc h  p rv n í c h  r očn í ků ,  v  n i c h ž  b y l a  d o  
v ý u k y  z a řa z e n a  úv o d n í  h o d i n a ,  j i mž  s e  t o  v  n a p r o s t é  vě t š i ně  b ez  
p o t í ž í  p o v e d l o .  P o k u d  t e d y  z v o l í m e  v h o d n ý  z pů sob  s eznámen í  
s t u d e n tů  s  n e e u k l i d o v s k o u  g e o me t r i í ,  můž e m e  t a k  uč i n i t  k d y k o l i  
běh e m j e j i c h  s t ud i a ;  n a  p ř i j e t í  n e e u k l i d o v s k é  g e o me t r i e  j s o u  
p ř i p r a v e n i  j i ž  v  p r v n í m r očn í k u  s t ředn í  ško ly .  
 Z a  n e mé ně  dů l e ž i t é ,  a  sna d  i  dů l e ž i tě j š í ,  p o v a ž u j i  d a l š í  
s k u t ečnos t ,  k t e r á  z  výzkumu  vy p lynu l a :  s t uden t i  pok l áda j í  
n e e u k l i d o v s k o u  g e o me t r i i  z a  z a j í ma v o u .  S vědč í  p r o  t o  n e j e n  j e j i c h  
soudy  o  t é t o  geome t r i i ,  k t e r é  uvádě l i  v  p r acovn í ch  l i s t e ch ,  a l e  i  
p růběh  ú v o d n í  h o d i n y ,  v  n í ž  s e  z a j í ma l i  o  d a l š í  p o d r o b n o s t i  a  
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dů s l e d k y  t é t o  g e o me t r i e ,  ačk o l i  vědě l i ,  ž e  j e  t o  l á t k a  na d s t a n d a rd n í  
a  zna lo s t i  z  t é t o  ob l a s t i  nebudou  mus e t  n i j ak  vykazova t .  S t e jně  t ak  
o d e v z d á v a l i  v y p l něné  p r acovn í  l i s t y ,  i  když  vědě l i ,  ž e  s e  j e dná  o  
„ p o u h ý  v ý z k u m“ ,  k t e r é h o  s e  v l a s t ně  n e mus e j í  úča s t n i t .  
 P ř i t a ž l i vos t  neeuk l i dovské ,  konk ré tně  t e d y  s f é r i c ké  g eo me t r i e  
p r o  s t u d e n t y  d l e  mé h o  n á z o r u  s p oč í v á  v  j e j í  v e l i k é  v ý h o dě  –  d íky  
t v a r u  na š í  p l ane t y  j i  můž e m e  v z t á h n o u t  n a  s i t u a c e  z  r e á l n é h o  s vě t a  
a  p a r a d o x y ,  k t e r é  d í k y  t o m u  v z n i k a j í ,  j s o u  p r o  s t u d e n t y ,  a  n e j e n  
p r o  ně ,  op r avdu  „ l ákavým s ous t em“ .  S t u d e n t i  s e  t o h o t o  f a k t u  h n e d  
c h o p i l i ,  a  p ře d e vš í m t i ,  k t e ř í  s e  z úča s tn i l i  úvodn í  hod iny ,  
v z t a h o v a l i  p o d mí n k y  v  ú l o h á c h  n a  o k o l n o s t i  n a  Z e mi ,  č í mž  d o s pě l i  
t a k  d a l e k o ,  ž e  z a t í mc o  o s t a t n í  ml u v i l i  o  k r u ž n i c í c h  h l a v n í c h  a  
v e d l e j š í c h ,  něk t e ř í  z  těch to  ře š i t e lů  z ača l i  ml u v i t  i  v  s o u v i s l o s t i  
s  k o u l í  o  p ř í mk á c h  a  k ř i vkách .  
 J a k  s e  u ká z a l o ,  u p r a v e n é  z a d á n í  b y l o  p r o  s t u de n t y  p ř í no s e m a  
d o k á z a l o  j e  s p r á vně  n a s mě rova t ,  av šak  p ro  t y ,  k t e ř í  s e  úča s t n i l i  
ú v o d n í  h o d i n y ,  z t r a t i l o  s my s l ,  n e b oť  t i t o  s t u d e n t i  d o k áza l i  
s  ú s pěchem ře š i t  ú l o h y  v  z a d á n í  pův o d n í m.  Oče k á v a n ý  l o g i c k ý  
z á vě r  „ n e j ú s pě š ně j š í  v  ře š e n í  ú l o h  z  n e e u k l i d o v s k é  g e o me t r i e  j s o u  
č t v rťác i  s  použ i t ím up raveného  p r ac o v n í h o  l i s t u  v e  V e r z i  2 “  s e  
t edy  nekoná .  Zasvěťme  n e j p r v e  s t u d e n t y  d o  t a jů  n eeuk l i dovské  
g e o me t r i e  j e j i c h  s e z n á me n í m  s   h i s t o r i c k ý m v ý v o j e m a  o s vě t l en í m 
f a k t u ,  p r oč  j e  p ř í mk a  r e p r e z e n t o v á n a  h l a v n í  k r u ž n i c í ,  a  b u d o u  
ú s pě š n í  v  j a k é mk o l i  r očn í ku  s t ředn í  ško ly  i  s  použ i t ím  pův o d n í c h  
ú l o h  V e r z e  1 .  P o k u d  b y c h o m v š a k  s n a d  c h tě l i  v ý u k u  n e e u k l i d o v -
s k ý c h  g e o me t r i í  p o j mo u t  f o r mo u  s a m o s t a t n é h o  b á d á n í  s t u d e n tů  a  
p o s t u p n é h o  o d h a l o v á n í  z á k o n i t o s t í  t é t o  g e o me t r i e  i  j e j i c h  důvodů  
j i mi  s a m ý mi  p o  v z o r u  v e l k ý c h  ma t e ma t i ků  z  h i s t o r i e ,  což  j e  d l e  
mé h o  n á z o r u  t a k é  mož n é ,  j e l i k o ž  t a k o v á  v ý u k a  můž e  b ý t  p r o  
s t u d e n t y  v  mn o h é m  o b o h a c e n í m a  r o z š í ře n í m j e j i c h  o bz o rů  
( p ředpok l ádá  v šak  h lubš í  z á j em o  t u t o  l á t k u  a  ma t e ma t i k u  
s a mo t n o u ) ,  j e  u p r a v e n é  z a d á n í ,  k t e r é  a l e s p oň  něk t e r ý m z a b r á n í  
h n e d  s e j í t  z e  s p r á v n é  c e s t y ,  n a  n í ž  j e  těž k é  se  v r á t i t ,  j i s tě  n a  mí s tě .   
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8 Návrhy dalších úloh 
 
 
8.1  Hyperbol ická geometr ie  
 
P o  s e z n á me n í  s t u d e n tů  s e  z á k o n i t o s t mi  s f é r i c k é  g e o me t r i e  j e  
můž e me  s t r učně  s e z n á mi t  s  e x i s t e n c í  g e o me t r i e  h y p e r b o l i c k é ,  
n e b oť  s t u d e n t i  s a mi  mo h o u  p o c í t i t  n e ú p l n o s t  v  n o v é m n a h l í ž e n í  d o  
g e o me t r i c k é h o  s vě t a .  D o s u d  ž i l i  v  p ře d s t a vě ,  ž e  daným bode m l ze  
k  d a n é  p ř í mc e  v é s t  p r á vě  j ednu  rovnoběžku ,  nyn í  s e  dozvědě l i ,  ž e  
j e  mož n ý  p r o s t o r ,  k d e  ž á d n á  r o v n o běž k a  n e e x i s t u j e .  M o h o u  s e  t e d y  
p t á t :  „ E x i s t u j e  i  s vě t ,  v e  k t e r é m l z e  v é s t  d a n ý m b o d e m k  d a n é  
p ř í mc e  v í c e  r o v n o běž e k? “ :  
T ře t í  m o ž n o s t í  j e  l o g i c k y  p r o s t o r  s  n e j j e d n od u š š í m i  l i n i e m i ,  
k t e r ý  m á  n á s l e d u j í c í  v l a s t n o s t :  E x i s t u j e  v í c e  ne ž  j edna  ne j j edno -
d u š š í  l i n i e ,  k t e r á  j e  r o v n o bě ž n á  k  d a n é  l i n i i  a  p r o c h á z í  d a n ý m 
b o d e m .  O t á z k u ,  z da  l z e  t a k ov ý  p r o s t or  n a j í t ,  zo d p o vědě l i  j a k o  p rv n í  
v  1 9 .  s t o l e t í  p r á vě  C a r l  F r i e d r i c h  G a u s s ,  J á n o s  B o l y a i ,  N i k o l a i  
Lobače v sk i j  a  d a l š í .  V s k u t k u  mů ž e m e  n a l é z t  t a k o v é  p r o s t o r y ,  a l e  
j sou  o  t rochu  s l o ž i tě j š í  a  méně  ná zorné  ne ž  rov ina  s  p ř í m k a m i  a  
k u l o v á  p l o c h a  s  h l a v n í m i  k r u ž n i c e m i .  P o k u d  n a p ř í k l ad  nahrad íme  
p ř í m k y  v  r o v i ně  a  h l a v n í  k r u ž n i c e  n a  k u l o v é  p l o š e  j i s t ý m i  o b l o u k y  
( j a k o  n e j j e d n o d u š š í m i  l i n i e m i )  j i s t é h o  k r u h u ,  mů ž e m e  v y b u d o v a t  
geome t r i i  t ře t í ho  d ruhu .  
H y p e r b o l i c k á  g e o me t r i e  j e  d a l e k o  n á r očně j š í  n a  p ředs t av ivos t  
a  n e  v š i c h n i  s t u d e n t i  j i  b e z  p o t í ž í  p ř i j mo u .  H l a v n í  p r o b l é m d l e  
mé h o  n á z o r u  s p oč í v á  v  t o m ,  ž e  s t u d e n tům můž e me  n a b í d n o u t  
adekvá tn í  mode ly  rov inné  a  s f é r i c k é  g e o me t r i e ,  j e j i c hž  z a k ř i v en í  
s k u t ečně  o d p o v í d á  p o ž a d o v a n ý m v l a s tnos t em t é  k t e r é  p lochy ;  
p l o c h u ,  j e ž  v  k a ž d é m  mí s tě  o d p o v í d á  p r a v i d e l n é  s e d l o v i t é  p l o š e ,  
v šak  vy tvo ř í me  těž k o .  M o d e l  p o l o k o u l e ,  j a k ý  p o u ž í v á  p ř i  v ý u c e  
I .  L é n á r t ,  s e  s i c e  t a k o v é  p l o š e  p ř i b l i ž u j e ,  j e  v š a k  t ře b a  z a po j i t  
m n o h e m v í c e  p ře ds t a v i v o s t ,  n e ž  p ř i  ře š e n í  p ř í k l a dů  z  p ře d c h o z í c h  
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d v o u  g e o me t r í í .  M y s l í m  s i  t e d y ,  ž e  p o s t ač í ,  když  s t uden ty  
s e z n á mí me  s  e x i s t e n c í  h y p e r b o l i c k é  g e o me t r i e .  Můž e me  j i m u k á z a t ,  
ž e  hype rbo l i cká  p locha  má  v  každém mí s tě  s ed lov i t ý  t va r ,  nebo  j e  
s e z n á mi t  s  j e j í mi  mo d e l y .  V z h l e de m  k  t o m u ,  ž e  t a t o  g e o m e t r i e  
n e má  t a k  p ř í mo u  v a z b u  n a  n á š  r e á l n ý  s vě t  j a k o  g e o m e t r i e  s f é r i c k á  
( i  když  j e  dů l e ž i t á  v  mo d e r n í  fyz i ce  i  j i n ých  věd á c h ) ,  n e mus í  b ý t  
p r o  s t u d e n t y  t a k  l á k a v á  a  h l u b š í  r o z eb r á n í  t é t o  l á t k y  j e  m o ž n á  l e p š í  
n e c h a t  p r o  o p r a v d o v é  z á j e mc e  ( n a p ř .  f o rmou  nepov inného  
s e mi n á ře ) .  
  
 
8.2  Dalš í  zakř ivené  prostory 
 
J a k o  d e mo n s t r a c i  s k u t ečn o s t i ,  ž e  v  n e e u k l i d o v s k é  g e o me t r i i  
n e p l a t í  z á k o n y  g e o me t r i e  e u k l i d o v s k é ,  může me  s tuden tům,  k r o mě  
p ř í k l a dů  a  ú l o h ,  k t e r é  b y l y  z mí něny  v  podkap i t o l e  7 . 7 . 1 ,  nab ídnou t  
n a p ř í k l a d  d á l e  z mí něn é  p ř í k l a d y  a  a k t i v i t y .  
 
A b y c h o m  v z b u d i l i  j e š tě  vě t š í  z á j e m s t u d e n tů  o  neeuk l idovské  
g e o me t r i e ,  můž e m e  j i m u k á z a t  něk o l i k  z a j í ma v ý c h  p r o s t o rů ,  j ako  j e  
M ö b i o v a  p á s k a  n e b o  K l e i n o v a  l á h e v .  Z a j í ma v o s t  s vě t a  M ö b i o v y  
p á s k y  l z e  p r e z e n t ov a t  n á s l e d u j í c í m p ř í k l a d e m:  
 
 
              Obr .  97  
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P ře d s t a v t e  s i ,  ž e  p r o s t o r ,  k t e r ý  p ře d s t a v u j e  M ö b i o v a  p á s k a ,  
obýva j í  p lo šné  by to s t i ,  j a ké  v id íme  na  o b r .  9 7  11 ,  s . 402  .   Co  s e  
v  t a k o v é m  p r o s t o r u  s  u b o h ý m i  b y t o s t m i  dě j e ?  
J a k  v i d í m e ,  b í l ý  o by v a t e l  s e  l o uč í  s e  s v ý m  černým p ř í t e l e m  a  
v y d á v á  s e  n a  c e s t u  k o l e m s vě t a .  Ovšem  během ce s t y  j e  náh l e  
p ře v e d e n  f y z i c k y  v e  s vů j  z r c a d l o v ý  o b r a z .  V i d í m e ,  ž e  p ř i  o d c h o d u  
mává  p ř í t e l i  s v o u  p r a v o u  r u k o u  a  v r á t i v  s e  za  rok  z  Möb iovské  
c e s t y  k o l e m  s vě t a  z d r a v í  p ř í t e l e  p o d l e  s v é h o  m í něn í  t o u  s a m o u  
r u k o u ,  a v š a k  p ř í t e l  a  m y ,  k t e ř í  s i t u a c i  s l e d u j e m e  v e n k u  v  R 3 ,  
p o v a ž u j e m e  t u t o  r u k u  z a  l e v o u .   N á h l e  t e d y  m á  s v é  d v o j r o z mě r n é  
s r d c e  n a  p r a v é m  m í s tě ,  a  t o  dos lova .  Černého  p ř í t e l e ,  k t e r ý  zů s t a l  
s t á t ,  v šak  považu j e  p ř i  s h l e dá n í  z a  p řev ráceného  a  oba  s e  navzá j em  
z ře j mě  považu j í  za  š í l ené .  A b y c h om s e  o pě t  u k l i d n i l i ,  n a z ý v á m e  
t y t o  p r o s t o r y  n e o r i e n t o v a t e l n é .  11 ,  s . 402   
 
 M ö b i o v u  p á s k u  n a v í c  můž e me  s e  s t u d e n t y  v  h o d i ně  vy rob i t .  
P o s l é z e  j e  mož n é  j i  růz ný mi  z pů s o b y  s t ř i h a t  a  s l edova t ,  j aké  
z v l á š t n o s t i  p ř i  t o m v z n i k a j í :  
 K ro mě  v  p o d k a p i t o l e  4 . 2  j i ž  z mí něn é h o  důk a z u  o  e x i s t e nc i  
p o u z e  j e d n é  s t r a n y  a  j e d n o h o  o k r a j e  v  M ö b i o vě  p á s c e  můž e me  
Möb iovu  pá sku  podé lně  r o z s t ř i h n o u t  u p r o s t ře d  j e j í  s t r a n y .  
Uč i n í me - l i  t a k ,  n e v z n i k n o u  d v a  k u sy ,  j a k  b y  s e  moh l o  z d á t ,  a l e  
ačko l iv  j sme  j ed inou  s t r anu  Möb iovy  pá sky  rozdě l i l i  n a  d v a  d í l y ,  
v z n i k n e  j e d e n  j e d i n ý  d l o u h ý  a  něk o l i k r á t  p r o t očený  p roužek .  
 N e b u d e m e - l i  s t ř í ha t  pá sku  up ros t řed ,  a l e  u  j e j í ho  ok ra j e ,  
v z n i k n o u  d v a  d o  s e b e  v p l e t e n é  p r o u ž k y .  J e d e n  b e z  v l a s t n o s t í  
M ö b i o v y  p á s k y ,  d v a k r á t  d e l š í  n e ž  d r u h ý ,  s  j e j í mi  v l a s t n o s t m i .  
B u d e me - l i  v e  s t ř í h án í  dá l e  pok račova t ,  v šechny  vzn ik l é  p roužky  
b u d o u  v z á j e mně  p r o p l e t e n y .  
 Poč í t ačo vé  a n i ma c e  z a j í ma v ý c h  z a k ř i v e n ý c h  p r o s t o rů ,  
K l e inovy  l áhve  a  Möb iovy  pá sky  a  v idea  a  návody ,  co  v še  l z e  
s  Möb iovou  pá skou  u sku t ečn i t ,  n a l eznou  s t uden t i  na  i n t e rne tových  
s t r á n k á c h  51   a  53  .  
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 J e  d o b r é  s e z n á mi t  s t u d e n t y  s  t í m ,  ž e  M ö b i o v a  p á s k a  má  d í k y  
s v ý m v l a s t n o s t e m s v é  p r a k t i c k é  v y u ž i t í  n a p ř í k l a d  j a k o  p ře h r á vac í  
p á s k a  s  d v o j n á s ob n o u  d o b o u  z á z na mu  n e b o  s o učá s t  t i s k á r e n  a  
p s a c í c h  s t r o jů .  S tu d e n t i  mo h o u  n e j p r v e  s a mi  p o d á v a t  n á v r h y  n a  
v y u ž i t í  t é t o  p á s k y  v  p r a x i .  
 Můž e me  j e  t a k é  u p o z o r n i t  n a  i n s p i r a c i  t o u t o  p á s k o u  n a p ř í k l a d  
v  různých  odvě t v í ch  u měn í :   
L z e  j e  o d k á z a t  n a  věd e c k o f a n t a s t i c k o u  l i t e r a t u r u ,  n e b oť  
s l a v n í  a u t o ř i  t o h o t o  ž á n r u ,  j a k o  j e  A .  C .  C l a r k ,  A .  J .  D e u t s c h  a  
m n o h o  d a l š í c h ,  ča s t o  v y u ž í v a j í  t e n t o  p r o s t o r  v e  s v ý c h  p ř í běz í c h  
j a k o  p řechod  do  j i ných  d ime nz í ,  č i  v y j á d řen í  své  p ředs t avy  
o  podobě  v e s mí r u .   
Můž e me  p o u k á z a t  n a  f a k t ,  ž e  M ö b io v a  p á s ka  j e  o f i c i á l n í m  
s y mb o l e m p r o  r e c y k l a c i  ( ob r .  98  55  ) .   
A  p ře d e v š í m můž e me  s t u d e n tům u k á z a t  něk te r á  d í l a  
M .  C .  E s c h e r a ,  k t e r ý  s e  z a k ř i v en ím Möb iovy  pá sky  s i l ně  i n sp i rova l  
( o b r .  9 9 ,  1 0 0 ,  1 0 1  72  ) .  O v š e m i  j i n é  j e h o  g r a f i k y  n á m s k vě l e  
p o s l o u ž í  k  p r e z e n t a c i  n e e u k l i d o v s k é  g e o m e t r i e ;  něk t e r é  j s o u  
v ý b o r n o u  i l u s t r a c í  n e d o k o n a l o s t i  s m y s lů  a  o š i d n o s t i  l i d s k é h o  
v n í má n í  ( ob r .  102 ,  103  72  )  a  p o j e t í  n e k o n ečnos t i  v  konečném 
p r o s t o r u  (ob r .  104 ,  106  72  ) .  Do k o n c e  může me  na  j ed iném 
E s c h e r o vě  mo t i v u  p ředvés t  s t uden tům m o d e l y  v š e c h  t ř í  t ypů  
g e o me t r i í ,  t e d y  r o v i n n é  (ob r .  105  72  ) ,  hype rbo l i cké  (ob r .  106 )  a  
s f é r i c k é  (ob r .  107  72  ) .  
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9 Didaktická inspirace v knihách 
 
B o h u ž e l  v  s o uča s no s t i  e x i s t u j e  ve l mi  má l o  původně  české  
l i t e r a t u r y ,  k t e r á  b y  s e  s na ž i l a  o  p ř i b l í ž e n í  t é ma t u  e u k l i d o v s k é  
g e o me t r i e  l a i c k é m u  č t e n á ř i  n e b o  b y l a  u p r a v e n a  p r o  p o t ře b y  
s t u d e n t a  s t ředn í  ško ly  a  by l a  běž ně  do s tupná .   
T a k o v ý m  p r a c í m z de  v é v o d í  k n i h a  P e t r a  V o pěnky  31  ,  k t e r á  
můž e  b ý t  v e l k o u  i n s p i r a c í  uč i t e l i ,  j e n ž  p ř i  v ý u c e  n e e u k l i d o v s k é  
g e o me t r i e  u p l a tňu je  p r i nc ip  gene t i cké  pa r a l e ly .  Ta to  kn iha  
o d h a l u j e  č t e n á ř i  myš l e n k y  t o h o t o  g e o me t r i c k é h o  s vě t a  v  nap ros t é m 
s o u l a d u  s  j e h o  h i s t o r i c k ý m  v ý v o j e m ,  n e c h á v á  h o  b á d a t  s p o l ečně  
s  h l a v n í mi  o s o b n o s t mi  t é t o  ma t e m a t i c k é  o b l a s t i ,  u s k u t ečňova t  
s  n i mi  důk a z y  a  pos t u p ně  d o s pě t  k e  s t e j n é m u  p o z n á n í ,  k  j a k é m u  
d o s pě l  p ře d  d věma  s t y  l e t y  C a r l  F r i ed r i c h  G au s s .  N a v í c  j e  p ř i p o j e n  
i  b e l e t r i s t i c k ý  d o da t e k  T r ý zn i v é  t a j em s t v í ,  k t e r ý  n a h l í ž í  d o  těžkého  
o b d o b í  G a u s s o v a  ž i v o t a  a  n e c h á v á  č t ená ře  p r o ž í t  s  h l a v n í m h r d i n o u  
muč i v é  r o z h o d o v á n í ,  z d a  v y n é s t  č i  n evynés t  ob j ev  neeuk l i dovské  
g e o me t r i e  n a  s vě t l o  svě t a .  
 D á l e  j s o u  n a  če s k é m t r h u  d o s t u p n é  s p í š e  v y s o k o š k o l s k é  
uče b n i c e  n e e u k l i d ovs k é  g e ome t r i e  ( 15  ,  19  ) ,  j e j i c h ž  v y u ž i t e l n o s t  
p r o  s t ředoško l skou  výuku  nen í  p ř í l i š  vysoká .   
D a l š í  v ý z n a mn o u  p o mo c í  uč i t e lům p ř i  z a p o j o v á n í  n e u k l i d o v -
s k é  g e o m e t r i e  d o  v ý u k y  můž e  b ý t  č l ánek  Mi l ana  He jného  17  ,  
v  němž  s e  a u t o r  mi mo  j i n é  z a b ý v á  r o z d í l y  v  c h á p á n í  m a t e ma t i c k ý c h  
p o j mů  z e  s t r any  s t uden t a  a  uč i t e l e  a  p ř i n á š í  r o z b o r y  p o k u sů  
o  důkaz  pá t ého  Euk l idova  pos tu l á tu .  
Z  k n i h  z a h r a n ičn í c h  a u t o rů  p a k  n e mo h u  n e z mí n i t  p o mě r ně  
n o v o u  k n i h u  L e o n a r d a  M l o d i n o w a  23  ,  k t e r á ,  ačk o l i  s e  j e dná  
o  l i t e r a tu ru  popu l á rn í ,  můž e  uč i t e l e  i n sp i rova t  v  p rodukc i  růz n ý c h  
p ř í k l a dů  a  b ý t  z á s o b á r n o u  z a j í ma v o s t í  z  h i s t o r i e  n e j e n  n e e u k l i d o v -
s k é  g e o m e t r i e ,  a l e  c e l é  ma t e ma t i k y .   
Něk o l i k  k a p i t o l  věn u j e  n e e u k l i d o v s k ý m g e o me t r i í m v e  s v é  
k n i z e  i  Eg mo n t  C o l e r u s  11  .  Č t e n á ř  zde  na jde  s rozumi t e lný  pop i s  
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v š e c h  t ř í  t y pů  g e o me t r i í  s  n á z o r n ý mi  u k á z k a mi  i  něk t e r é  
z a j í ma v o s t i  o  z a k ř i v e n ý c h  p r o s t o r e c h  a  t a t o  k n i h a  můž e  b ý t  uč i t e l i  
opě t  podně t e m v e  v ý bě ru  vhodných  p ř í k l a dů  p r o  p r e z e n t a c i  
v l a s t n o s t í  n e e u k l i d o v s k ý c h  g e o me t r í í .  
O  neeuk l i dovských  geome t r i í ch  s e  zmiňu je  i  kn iha  Johna  D .  
B a r r o w a  2  ,  k t e r á  s e  s n a ž í  p o u t a v o u  f o r mo u  o b s á h n o u t  z á k l a d n í  
m y š l e n k y  c e l é  ma t e ma t i k y ,  a  j e l i k o ž  s e  n e j e d n á  o  mno h a s v a z k o v é  
d í l o ,  a l e  pá r s e t s t r ánkovou  kn ihu ,  č i n í  t a k  p ř i r o zeně  n a  ú k o r  
p o d r o b n o s t i  p ředk l ádaných  f ak tů .  Z á j e m c i  o  p r o b l e ma t i k u  
n e e u k l i d o v s k ý c h  g e o me t r i í  t a k  můž e  s l o u ž i t  s p í š e  j a k o  p r v o t n í  
s e z n á me n í  s e  s  t é m a t e m a  i n s p i r a c e  p r o  d a l š í  p r á c i .  
A  v  s o u v i s l o s t i  s  t o u t o  l á t k o u  moh u  j e š tě  z mí n i t  D e l v i n o v u  
k n i h u  14  ,  j e j í ž  čá s t  s e  z a b ý v á  z a k ř i v e n ý mi  p r o s t o r y  z  j i n é h o  ú h l u  
p o h l e d u ,  a  s i c e  z  t o p o l o g i c k é h o  h l e d i s k a .  
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10 Závěr 
 
 
 T a t o  d i p l o mo v á  p r á c e  s e  s n a ž i l a  n e  s h r n o u t  p od s t a t u  
n e e u k l i d o v s k ý c h  g e o me t r i í  j a k o  c e l k u ,  a l e  p ř i n é s t  s h r nu t í  p o z n a t ků  
n e e u k l i d o v s k ý c h  g e o me t r i í  v y u ž i t e l n ý c h  p r o  v ý u k u  z e j mé n a  n a  
s t ře d n í c h  š k o l á c h  a  z a mě ř i t  s e  p ř i t om n a  růz n é  z d r o j e  i n s p i r a ce  p r o  
uč i t e l e .   
 D a l š í m c í l e m b y l o  p r o vě ř i t  even tuá ln í  p ř i p r a v e n o s t  s t u d e n tů  
s t ředn í  ško ly  na  p ř i j e t í  pozna tků  n e e u k l i d o v s k é  g e o me t r i e ,  
s p oč í v a j í c í  n e j e n  v  j e j i c h  m o ž n o s t e c h  p o c h o p i t  d a n o u  t e ma t i k u ,  a l e  
i  v e  s t u p n i  z á j mu  o  n i ,  a  n av r h n o u t  mož n é  p o s t u p y ,  f o r my  v ý u k y  
i  k o n k r é t n í  p o d o b y  h o d i n  a  ú l o h  t é t o  g e o me t r i e ,  o vě ř i t  j e j i c h  
úč i n n o s t  v  p r a x i  a  n a  z á k l a dě  t oho  dospě t  k  v h o d n é  f o r mě  
p ře d á v á n í  p o z n a t ků  z  t o h o t o  o b o r u  s t u d e n tům.  
 V ý z k u m b y l  v  p r v n í  čá s t i  z a mě ře n  n a  d i a g n o s t i k u  n e jča s tě j -
š í ch  po t í ž í  s t uden tů  p ř i  n ah l í ž en í  do  nového ,  neeuk l i dovského  
s vě t a ,  spoč í v a j í c í  v  p o p s á n í  těc h t o  p o t í ž í  a  o d ha l e n í  j e j i c h  
možných  důvodů ,  v  d ruhé  čá s t i  pak  na  ods t r aněn í  p rob l émů  n a  
z á k l a dě  výs l e dků  čá s t i  p r v n í .  P a lč i v é  p r o b l é m y  p r o v á z e j í c í  řešen í  
s t u d e n tů  z  p r v n í  čá s t i  v ý z k u mu  b y l y  v e  d r u h é  čá s t i  s k u t ečně  
e l i mi n o v á n y  a  s t u d e n t i  b y l i  v  ře š e n í  ú l o h  v e l mi  ú s pě š n í .  
Vě ř í m ,  ž e  v í c ,  ne ž  s a mo t n á  l á t ka ,  j e  p r o  p ř i j e t í  s t u d e n t y  
dů l e ž i t á  j e j í  p r e z e n t a c e  uč i t e l e m.  N e e u k l i do v s k á  g eo me t r i e  j e  
b e z p o c h y b y  j e d n o u  z  ma t e ma t i c k ý c h  d i s c i p l í n ,  k t e r é  n a b í z e j í  v ý bě r  
m o ž n o s t í ,  j a k  l á t ku  p r e z e n t o v a t  z a j í ma vě  a  p r o  s t u d e n t y  l á k a vě .  
N e j e n ž e  má  z a  s e b o u  mi m o řá d ně  v z r u š u j í c í  h i s t o r i i ,  k t e r á  můž e  b ý t  
s o učá s t í  v ý u k y  a  j e ž  s e  r o v něž  můž e  s t á t  p r o  s t u d e n t y  l á k a d l e m,  a l e  
j e  p ře d e v š í m s p j a t a  s  r e á l n ý m s vě t e m,  ú t oč í  n a  p ře d s t a v i v os t  a  
s my s l y  č l ověk a ,  o t e v í r á  n o v é  o b z o r y  a  uč í  n á s  z d r a v é  p o c h y b n o s t i ,  
k t e r á  j e  dů l e ž i t á  p r o  k r i t i c k é  myš l e n í .  
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 M y s l í m,  ž e  s t u d e n t i  j s o u  d n e s  v  h o d i n á c h  ma t e ma t i k y  z v y k l í  
p o u z e  p ř i j í ma t  p ře d k l á d a né  i n f o r m a c e  j a k o  h o t o v ý  f a k t  a  j i n o u  
f o r mu  v ý u k y ,  p ře d p o k l á d a j í c í  j e j i c h  a k t i vn í  z a p o j e n í ,  k d y  mus e j í  
d o c h á z e t  k  p l a t n ým z á vě rům s a mi  p o u z e  n a  z á k l a dě  i nd i c i í ,  n e j sou  
p ř í l i š  o c ho t n i  a kc ep t o v a t .   N e eu k l i d o v s k á  g e o me t r i e ,  t í m ,  ž e  ú t oč í  
n a  j e j i c h  s my s l y  a  n a  z á k o n y ,  k t e r é  s t uden t i  doposud  považova l i  z a  
b e z v ý h r a d ně  p l a t n é ,  p ř í mo  v y b í z í  k e  s p e k u l a c í m a  t o u z e  o b j e v o v a t  
a  o vě řova t  nově  p o z n a n é  s k u t ečnos t i ,  j ak  s e  ukáza lo  v  úvodn í  
h o d i ně ,  k d e  s e  s t u d e n t i  n e b á l i  v y s l o v o v a t  p o c h y b n o s t i  o  z á vě r ec h  
v y p l ý v a j í c í c h  z  v l a s t n o s t í  s f é r i cké  geome t r i e ,  deba tova t  a  
s p e k u l o v a t  o  n i c h  i  mož n o s t e c h  ře š e n í  ú l o h .  N o v ý  s vě t ,  k t e r ý  
o b j e v i l i ,  j e  t a k  d on u t i l  z a m ý š l e t  s e  n a d  če r s t v ý mi  f a k t y ,  v z b u d i l  
v  n i c h  t o u h u  p ře svědč i t  s e  o  n i c h ,  a  něk t e ř í  s e  z dá l i  b ý t  a ž  
oh romen i  nedokona lo s t í  v l a s tn í ch  smys lů  a  dosavadn ího  poh l edu  na  
o k o l n í  s vě t .   
 V  úvodn í  hod ině  s e  n a v í c  po t v r d i l a  p r e mi s a ,  ž e  v  t é t o  o b l a s t i  
můž e  u s pě t  i  s t ude n t ,  k t e r ý  s e  v  běž n ý c h  h o d i n á c h  ma t e ma t i k y  
ne řa d í  p rá vě  me z i  t y  n e j l e p š í ,  n e b oť  p ře d p o k l a d e m ú s pěchu  zde  
ne j sou  žádné  spec i á ln í  v s tupn í  z n a l os t i  a  s t u de n t  s i  v ys t ač í  p o u z e  
s  běž n o u  p ře d s t a v i v o s t í  a  oc h o t o u  poz n á v a t  no v é  věc i .  Neeuk l idov -
s k á  g e o m e t r i e  t e dy  můž e  p ř i s pě t  n e j e n o m k  z á j mu  o  ma t e ma t i k u ,  
a l e  t a k é  p řenés t  ak t i vn í  způ s o b  uče n í  s e  n o v ý m p o z n a t kům i  d o  
j e j í c h  j i nýc h  o b l a s t í .  
 V e  v ý z k u mu  j e  s a moz ře j mě  m o ž n é  p o k r ačova t  a  ově ř i t  
p ř i p r a v e n o s t  a  o c h o t u  s t u d e n tů  p ř i j í ma t  p o z n a t k y  g e o m e t r i e  
hype rbo l i cké .  Lze  nap ř í k l a d  p o r o v n a t  n á z o r y  s t u d e n tů  n a  
h y p e r b o l i c k o u  a  s f é r i c k o u  g e o me t r i i ,  z k o u ma t  j e j i c h  ú s pě š no s t  
v  ře š e n í  ú l o h  z  h y p e r b o l i c k é  g e o m e t r i e  v  z á v i s l o s t i  n a  z v o l e n é m  
m o d e l u ,  o vě ř i t  p o s t u p y  n a v r h o v a n é  L é n á r t e m a  d o p l n i t  j e  v l a s t n í mi  
n á mě t y ,  č i  j e  s  n i m i  k o n f r o n t o v a t .  T í m ,  ž e  n e e u k l i d o v s k á  g e o me t r i e  
n e má  v  s ouča s n o s t i  p e v n é  mí s t o  v e  v ý uc e ,  a  n e n í  t a k  z c e l a  o vě ře na  
p r a x í ,  a  an i  j a k o  věd n í  d i s c i p l í na  n e n í  z c e l a  p r o b á d á na  a  p o d r o b ně  
p o p s á n a ,  n a b í z í  n e p ře b e r n é  mn o ž s t v í  n á mě tů  n a  d a l š í  s a mos t a t n ý  
v ý z k u m.  
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 P ř í n o s e m  t é t o  d i p l o mo v é  p r á c e  pa k  můž e  b ý t  s k u t ečnos t ,  ž e  
( j ak  by lo  řeče n o  v ý š e )  s n a d  ž á d n á  d o s t u p n á  l i t e r a t u r a  t u t o  t e ma t i k u  
z  d i d a k t i c k é h o  h l e d i s k a  n e s h r n u j e .  Ta to  p r áce  s e  o  t akové  sh rnu t í  
s n a ž í ,  n a v í c  s  v y u ž i t í m g l o b á l n í ch  souv i s lo s t í ,  do  n i chž  neeuk l i -
d o v s k é  g e o me t r i e  v s t u p u j í  v  s o uča s n o s t i  i  v  h i s t o r i i .  V  p růběhu  
v ý z k u mu  b y l a  v ý u k a  n e e u k l i d o v s k ý c h  g e o me t r i í  p r o vě ře n a  
v  s o uča s né  p r a x i  v  če s k é m p r o s t ře d í  a  n a  z á k l a dě  vý s l edků  t o ho t o  
p r o vě řen í  d idak t i cky  popsána .  Vě ř ím ,  ž e  p r áce  t ak  na jde  up l a tněn í  
u  uč i t e lů ,  k t e ř í  s e  n e b o j í  p o u š tě t  do  nových  věc í  a  e x p e r i me n t o v a t  
s  f o r ma mi  v ý u k y  i  n á p l n í  h o d i n  a  n e c h tě j í  s v é  ž á k y  o c h u d i t  o  
pozna tky ,  k t e r é  s e  bezp ros t ře d ně  t ýka j í  na šeho  svě t a  i  věc í  a  
o b l a s t í ,  s  n i mi ž  s e  běž ně  s e t k á v á me ,  a l e  n a o p ak  c h tě j í  uká z a t  i  těm,  
p r o  něž  n e n í  m a t e ma t i k a  o b l í b e ný m p ře d mě t e m,  ž e  můž e  b ý t  
z a j í ma v á ,  ž e  v  n í  j e  j e š tě  l e c c o s  k  o b j e v e n í  a  ž e  s i  z d e  k a ž d ý  může  
h l e d a t  o b l a s t ,  v e  k t e r é  u s pě j e .  T a k o v ý m uč i t e lům p a k  t a t o  p r ác e  
můž e  b ý t  p o u h o u  i n s p i r a c í ,  v s t u p n í m v o d í t k e m p r o  z a v e d e n í  
n e e u k l i d o v s k é  g e o me t r i e  d o  v ý u k y ,  a b y  vědě l i ,  c o  p ř i t om mohou  od  
s t u d e n tů  oče k á v a t  a  n a  c o  s e  ma j í  p ř i p r a v i t ,  j a k o ž  i  k o n k r é t n í m 
n á v r h e m  f o r my  p o j e t í  n e e u k l idovských  geome t r i í  v e  výuce  i  
z d r o j e m p o s t u pů  a  j edno t l i vých  ú loh .  Zá roveň  v š a k  můž e  p o s l o u ž i t  
n e j e n  uč i t e lům,  a l e  k a ž d é m u ,  k d o  p r o j e v í  z á j e m o  t é m a  n e e u k l i d o v -
s k ý c h  g e o me t r i í ,  k  r o z š í řen í  j e h o  v l a s t n í c h  obz o rů  n ebo  dop lněn í  č i  
ově ře n í  poz n a t ků ,  a l e  i  t ře b a  j a k o  t é ma  k  z a m y š l e n í  s e  n a d  o k o l n í m  
s vě t e m a  z pů s o b y  n a z í r á n í  n a  ně j .  
 Za  da l š í  p ř í n o s  p o v a ž u j i  j i ž  z mí něnou  sku t ečnos t ,  ž e  s e  
běh e m  v ý z k u mu  o p r a v d u  p o d a ř i l o  n a j í t  t a k o v ý  z pů sob  p r ezen t ace  
n e e u k l i d o v s k é  g e o me t r i e  v  h o d i n á c h  ma t e ma t i k y ,  o  němž  l z e  na  
z á k l a dě  v ý s l e d ků  d r u h é  fá z e  v ý z ku mu  ř í c i ,  ž e  ú s pě š ně  p ře dc h á z í  
p r o b l é mům s  pochopen ím p ře d k l á d a n é  l á t k y ,  k t e r é  mo h o u  s t u d e n t i  
p ř i  s e t k á n í  s  n e e u k l id o v s k o u  g e o me t r i í  p o c iťova t  ( j ak  vyp lynu lo  
z  p r v n í  f á z e  v ý z ku mu) ,  i  kd y ž  j e  s am o z ře j mé ,  ž e  t e n to  z pů s o b  l z e  
dá l e  vy l epšova t .  
 Ú v o d n í  h o d i n a  s p oč í v a j í c í  p ře d e v š í m v  z a s věcen í  s t uden tů  do  
n e e u k l i d o v s k ý c h  g e o me t r i í ,  v ý k l a d u  j e j i c h  h i s t o r i e  a  z a myš l e n í  s e  
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n a d  něk t e r ý mi  dů s l e d k y  těc h t o  g e o me t r i í  b y l a  v e l mi  p ř í j emně  
s t r áveným ča s e m,  v  j e h o ž  p růběhu  s e  vě t š i na  s t uden tů  s  v i d i t e l n ý m  
z á j me m a k t i v ně  p o d í l e l a  n a  v ý u c e .  Něk te r é  o t ázky  s t uden tů  p ř i mě l y  
i  mne  s a m o t n o u  z a my s l e t  s e  n a d  d a l š í mi  s k u t ečn o s t mi  a  dů s l e dk y  
n e e u k l i d o v s k ý c h  g e o me t r i í ,  o  n i c h ž  j s e m d ř í v e  n e u v a ž o v a l a ,  a  t a k  
v ý u k a  p ř i n e s l a  o b oh a c e n í  o  n o v é  z n a l o s t i  n e j e n  s t u d e n tům.  Zá j e m o  
l á t ku  po  abso lvován í  úvodn í  hod iny  by l  pak  v idě t  i  n a  vě t š i ně  
p r a c o v n í c h  l i s tů .  
 C e l k o vě  s i  z  c e l é h o  p r o j e k t u  o d n á š í m d o b r ý  p o c i t ,  j e l i k o ž  
j s e m s e  v  p růběh u  b á d á n í  d o z vědě l a  s p o u s t u  n o v ý c h  z a j í ma v ý c h  a  
u ž i t ečných  věc í ,  k t e r é  mohu  p ředáva t  dá l ,  u ce l i l a  j s e m s i  p o h l e d  n a  
ma t e ma t i ku  a  p ř i da l a  do  své  pedagog i cké  p r axe  pá r  novýc h  
z k u š e n o s t í ,  k t e r é  s e  mi  v  b u d o u c n u  b u d o u  n e p o c h y b ně  h o d i t ,  n e b oť  
s e  budu  snaž i t  i  s vé  budouc í  s t uden ty  s  e x i s t e n c í  n e e u k l i d o v s k ý c h  
g e o me t r i í  p r o  z a j í ma v o s t  a  p r o  u ž i t ečné  ož iven í  hod in  ma tema t i ky  
s e z n á mi t .  
 N e t v r d í m,  ž e  p r ob l e ma t i k a  n e eu k l i d o v s k é  g e o me t r i e  z a u j me  
b e z v ý h r a d ně  k aždého  s t uden t a ,  domnívám s e  v š a k ,  ž e  j e  š k o d a ,  
když  s t uden tům n e o t e v ře me  d v e ře  d o  s vě t a  t é t o  g e o me t r i e ,  k t e r á  j e  
p r á v o p l a t n o u  a  dů l e ž i t o u  s o učá s t í  ma t e ma t i k y  i  mn o h a  j i n ýc h  
vědn ích  obo rů  a  v  p ř í p a dě  s f é r i c k é  g e o me t r i e  n a v í c  běž ně  
použ i t e l ná .  Pak  j i ž  můž e me  n e c h a t  n a  s t u d e n t e c h  s a mo t n ý c h ,  z d a  s e  
r ozhodnou  do  t oho to  svě t a  v s toup i t ,  č i  n i ko l i v .  Za řaz e n í  k a p i t o l  
o  n e e u k l i d o v s k é  g e o me t r i i  d o  s t ředoško l ského  uč i v a ,  a l e s p oň  j ako  
n e p o v i n n é  n a d s t a n d a r d n í  čá s t i  v ý u k y ,  j i s tě  n emůž e  b ý t  n a  š k o d u  a  
můž e  p ř i s pě t  k  o ž i v e n í  h o d i n  ma t e m a t i k y ,  z v l á š tě  p a k  v  d o bě ,  k d y  
j e  k l a d e n  v e l k ý  dů r a z  n a  v z t a h o v á n í  m a t e ma t i c k ý c h  p ř í k l a dů  
k  r e á l n ý m  s i t u a c í m  a  n a  v z á j e mn o u  p r o v á z a n o s t  p o z n a t ků  různých  
d i s c i p l í n  a  o b o rů .  
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Kolik společných bodů mohou mít dvě přímky? 
 
Dvě různé přímky protínající se v rovině nebo na kulové ploše mají jeden nebo více 
společných bodů. 
 
V následujících příkladech: 
- Vyšetříte průsečíky dvou přímek v rovině. 
- Vyšetříte průsečíky dvou hlavních kružnic na kulové ploše (na kouli). 
- Pozorujte a vysvětlete chování rovnoběžných přímek v rovině a na kulové ploše. 
 
Pozn.: hlavní kružnice =  průnik kulové plochy a roviny, která prochází středem této 
kulové plochy, neboli taková kružnice na kulové ploše (kouli), jejíž poloměr se rovná 
poloměru kulové plochy, a jejíž střed tedy leží ve středu kulové plochy. Např. hlavními 
kružnicemi na zeměkouli jsou mimo jiné rovník a všechny poledníky. 
 
Konstrukce v rovině 
 
Krok 1  Narýsujte přímku. Pojmenujte ji l. 
Krok 2 Narýsujte jinou přímku, která nemá žádný společný bod s přímkou l. 
Pojmenujte ji a. 
Krok 3 Narýsujte přímku, která má právě jeden společný bod s přímkou l. 
Pojmenujte ji b. 
Krok 4 Narýsujte přímku, která má právě dva společné body s přímkou l. 
Pojmenujte ji c. 
Krok 5 Narýsujte přímku, která má více než dva společné body s přímkou l. 
Pojmenujte ji d. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Vyšetřete 
1.  Které tyto konstrukce jsou možné v rovině? 
 
2.  Které z vašich přímek jsou rovnoběžné? Proč? 
 
3.  Vyšetřete všechny možné způsoby, jak se mohou dvě různé přímky protínat v rovině. 
 
 
 
4.  Odhadněte: 
Budou vaše závěry stejné pro hlavní kružnice na kulové ploše? 
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Konstrukce na kulové ploše (na kouli) 
Na kulové ploše jsou přímky reprezentovány hlavními kružnicemi. 
Zopakujte si na předchozí straně, čemu říkáme hlavní kružnice. 
 příklady hlavních kružnic 
 
5.  Stejné kroky, které jste provedli v rovině, proveďte na kulové ploše (na kouli), jen 
nahraďte přímky hlavními kružnicemi (pouze načtrněte obrázek). Sledujte, které 
konstrukce jsou na kulové ploše možné. 
 
 
 
 
 
 
 
 
Vyšetřete 
6.  Vyšetřete všechny způsoby, jak se mohou dvě hlavní kružnice protínat na kulové 
ploše. 
 
 
 
7.  Mohou být dvě hlavní kružnice někdy rovnoběžné? 
 
 
Srovnejte rovinu a kulovou plochu  
 
8.  Určete, kolik postřehů můžete učinit o průsečíku dvou přímek v rovině a průsečíku 
dvou hlavních kružnic na kulové ploše (kdy je 0, 1, 2, více průsečíků, …). 
Zaznamenejte je do srovnávací tabulky. Přidejte tolik řádek, kolik potřebujete. 
Protnutí dvou přímek 
  
V rovině  
 
Na kulové ploše
  
  
  
 
 
9.  Myslíte, že je protnutí dvou přímek jednodušší v rovině, nebo na kulové ploše? Jaký 
případ je zajímavější? Proč? 
 
 
 
 
10. Nyní zkuste změnit své argumenty. Uveďte důvody, proč je protnutí dvou přímek 
jednodušší nebo spletitější (zajímavější) v případě, který jste nevybrali výše. 
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Vyzkoumejte víc 
 
11. Představte si, že by bylo možné, aby pár železničních kolejí vedl kolem celé Země. 
Mohou tyto železniční koleje představovat rovnoběžné přímky (tedy hlavní 
kružnice) a proč? 
 
 
 
 
12. Rovnoběžné přímky v rovině jsou od sebe stále stejně vzdálené. Nakreslete na 
kulové ploše hlavní kružnici. Pak nakreslete další obrazec, který bude ve stále stejné 
vzdálenosti od hlavní kružnice. 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
a. Popište tento obrazec. 
 
 
  
b. Rozhodněte, zda tento obrazec může být hlavní kružnicí. Proč? 
 
 
 
 
13. Loď cestuje tak, že je stále vzdálena 50 km od rovníku. Vysvětlete, proč necestuje 
nejpřímější (nejkratší) cestou mezi dvěma body. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
14. Euklides byl matematik z antického Řecka, který proslul tím, že jako první 
uspořádal myšlenky geometrie. Ve svém pojednání nazvaném Základy Euklides 
uvádí soubor geometrických axiomů. Euklidovy axiomy jsou podle něj jasně 
pravdivá tvrzení, která byl ochoten přijmout bez důkazu. O téměř dva a půl tisíce let 
později stále zakládáme rovinnou geometrii na Euklidových axiomech. Nicméně 
jeho poslední axiom, běžně nazývaný postulát o rovnoběžnosti, vždy vyvolá-
val debaty. Zde je jedna z podob Euklidova postulátu o rovnoběžnosti: Je dána 
přímka a bod, který na ní neleží. Daným bodem lze vést právě jednu rovnoběžku 
s danou přímkou. 
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a. Narýsujte přímku a bod, který na přímce neleží. Narýsujte všechny možné 
rovnoběžky k dané přímce procházející daným bodem. Pomocí vaší kresby 
vysvětlete, proč Euklidův postulát o rovnoběžnosti platí v rovině. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 b. Přepište postulát o rovnoběžnosti pro kulovou plochu  nahrazením slova přímka 
za slovo hlavní kružnice. Pak proveďte na kulové ploše obdobnou konstrukci jako 
na rovině. Nyní vysvětlete, proč Euklidův postulát o rovnoběžnosti neplatí na 
kulové ploše. 
 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
c. Napište svůj vlastní postulát o rovnoběžnosti, který bude platný pro geometrii na 
kulové ploše (sférickou geometrii). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
15. Popište všechny způsoby, jak se mohou protínat tři různé hlavní kružnice. 
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 12 .2  Př í loha 2:  Sfér ická geometrie  –  Pracovní  l i s t  
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Kolik společných bodů mohou mít dvě přímky? 
 
Dvě různé přímky protínající se v rovině nebo na kulové ploše mají jeden nebo více 
společných bodů. 
 
V následujících příkladech: 
- Vyšetříte průsečíky dvou přímek v rovině. 
- Vyšetříte průsečíky dvou hlavních kružnic na kulové ploše (na kouli). 
- Pozorujte a vysvětlete chování rovnoběžných přímek v rovině a na kulové ploše. 
 
Pozn.: hlavní kružnice =  průnik kulové plochy a roviny, která prochází středem této 
kulové plochy, neboli taková kružnice na kulové ploše (kouli), jejíž poloměr se rovná 
poloměru kulové plochy, a jejíž střed tedy leží ve středu kulové plochy. Např. hlavními 
kružnicemi na zeměkouli jsou mimo jiné rovník a všechny poledníky. 
 
Konstrukce v rovině 
 
Krok 1  Narýsujte přímku. Pojmenujte ji l. 
Krok 2  Narýsujte jinou přímku, která nemá žádný společný bod s přímkou l. 
Pojmenujte ji a. 
Krok 3 Narýsujte přímku, která má právě jeden společný bod s přímkou l. 
Pojmenujte ji b. 
Krok 4 Narýsujte přímku, která má právě dva společné body s přímkou l. 
Pojmenujte ji c. 
Krok 5 Narýsujte přímku, která má více než dva společné body s přímkou l. 
Pojmenujte ji d. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Vyšetřete 
1.  Které tyto konstrukce jsou možné v rovině? 
 
2.  Které z vašich přímek jsou rovnoběžné? Proč? 
 
3.  Vyšetřete všechny možné způsoby, jak se mohou dvě různé přímky protínat v rovině 
(poloha přímek, počet průsečíků, …). 
 
 
 
 
4.  Odhadněte: 
Budou vaše závěry stejné pro hlavní kružnice na kulové ploše? 
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Konstrukce na kulové ploše (na kouli) 
 
Na kulové ploše jsou přímky reprezentovány hlavními kružnicemi. 
Zopakujte si na předchozí straně, čemu říkáme hlavní kružnice. 
 
   ←příklady hlavních kružnic 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Zopakujte si definici přímky v rovině. 
Co můžeme tedy říct o přímce procházející dvěma body? (uvažujte vzdálenost dvou 
bodů) 
 
..................................................................................... 
 
..................................................................................... 
 
Na základě toho, co jste si zopakovali, se zamyslete nad tím, 
proč jsou na kulové ploše přímky reprezentovány právě  
hlavními kružnicemi. 
K jakým závěrům jste dospěli? 
 
............................................................................................................................... 
 
................................................................................................................................ 
 
 
Nezapomeňte, že při řešení příkladů na kulové ploše nesmíte povrch koule opustit 
a uvažovat řešení mimo něj. Představte si, že svá řešení zakreslujete například na 
míček. 
 
5.  Stejné kroky, které jste provedli v rovině, proveďte na kulové ploše (na kouli), jen 
nahraďte přímky hlavními kružnicemi (načrtněte obrázek na znázorněnou kouli).  
Sledujte, které konstrukce jsou na kulové ploše možné. 
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Vyšetřete 
6.  Vyšetřete všechny způsoby, jak se mohou dvě hlavní kružnice protínat na kulové 
ploše. 
 
 
 
 
 
7.  Mohou být dvě hlavní kružnice někdy rovnoběžné? 
 
 
 
 
Srovnejte rovinu a kulovou plochu  
 
8. Určete, kolik postřehů můžete učinit o průsečíku dvou různých přímek v rovině a 
průsečíku dvou různých hlavních kružnic na kulové ploše (poloha a jí odpovídající 
počet průsečíků, odpovídající názvy přímek v příslušné poloze; kdy 0, 1, 2, více 
průsečíků, jaké jsou další postřehy, rozdíly, zvláštnosti). Zaznamenejte je do 
srovnávací tabulky. Přidejte tolik řádek, kolik potřebujete. 
 
 
V rovině  
 
Na kulové ploše
  
  
  
 
 
 
 
 
 
 
9.  Myslíte, že je protnutí dvou přímek jednodušší v rovině, nebo na kulové ploše? Jaký 
případ  
je zajímavější? Proč? 
 
 
 
 
 
10. Nyní zkuste změnit své argumenty. Uveďte důvody, proč je protnutí dvou přímek 
jednodušší nebo komplikovanější (či zajímavější) v případě, který jste nevybrali výše. 
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Vyzkoumejte víc 
 
11. Představte si, že by bylo možné, aby pár železničních kolejí vedl kolem celé Země. 
Mohou tyto železniční koleje představovat rovnoběžné přímky (tedy hlavní 
kružnice) a proč? 
 
 
 
 
 
 
 
 
12. Rovnoběžné přímky v rovině jsou od sebe stále stejně vzdálené. Na kulové ploše, 
kterou vidíte na obrázku, je zakreslena hlavní kružnice. Zakreslete na tuto kulovou 
plochu další obrazec, který bude ve stále stejné vzdálenosti od hlavní kružnice. 
 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
a. Popište tento obrazec. 
 
 
  
b. Rozhodněte, zda tento obrazec může být hlavní kružnicí. Proč? 
 
 
 
 
 
13. Loď cestuje tak, že je stále vzdálena 50 km od rovníku. Vysvětlete, proč necestuje 
na povrchu Země nejpřímější (nejkratší) cestou mezi dvěma body.  
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14. Euklides byl matematik z antického Řecka, který proslul tím, že jako první 
uspořádal myšlenky geometrie. Ve svém pojednání nazvaném Základy Euklides 
uvádí soubor geometrických axiomů. Euklidovy axiomy jsou podle něj jasně 
pravdivá tvrzení, která byl ochoten přijmout bez důkazu. O téměř dva a půl tisíce let 
později stále zakládáme rovinnou geometrii na Euklidových axiomech. Nicméně 
jeho poslední axiom, běžně nazývaný postulát o rovnoběžnosti, vždy vyvolá-
val debaty. Zde je jedna z podob Euklidova postulátu o rovnoběžnosti: Je dána 
přímka a bod, který na ní neleží. Daným bodem lze vést právě jednu rovnoběžku 
s danou přímkou. 
 
a. Narýsujte přímku a bod, který na přímce neleží. Narýsujte všechny možné 
rovnoběžky k dané přímce procházející daným bodem. Pomocí vaší kresby 
vysvětlete, proč Euklidův postulát o rovnoběžnosti platí v rovině. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 b. Přepište postulát o rovnoběžnosti pro kulovou plochu  nahrazením slova přímka 
za slovo hlavní kružnice. Pak proveďte na kulové ploše obdobnou konstrukci jako 
na rovině. Nyní vysvětlete, proč Euklidův postulát o rovnoběžnosti neplatí na 
kulové ploše. 
 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
c. Napište svůj vlastní postulát o rovnoběžnosti, který bude platný pro geometrii na 
kulové ploše (sférickou geometrii). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
15. Popište všechny způsoby, jak se mohou protínat tři různé hlavní kružnice. 
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 12 .3  Př í loha 3:  Př íprava na úvodní  hodinu  
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SFÉRICKÁ GEOMETRIE – ÚVODNÍ HODINA 
 
Téma:  Úvod do neeuklidovské geometrie 
Typ školy: Střední škola 
Ročník: 1. – 4. ročník 
Čas výuky: 45 min. 
Pomůcky: Model koule, nejlépe průhledný míč s motivem zeměkoule, popř. 
jakýkoli míč 
  Glóbus 
  Atlas světa 
  Barevné fixy 
 
1) ÚVOD 
Žáci budou seznámeni s tématem hodiny 
Návodné otázky: 
Už jste se setkali s pojmem „neeuklidovská geometrie“, víte, co znamená? 
Jak říkáme geometrii, kterou znáte a kterou užíváte již od základní školy? – Kdo 
formuloval a sepsal její pravidla? Víte něco o Euklidovi? 
 
5 postulátů, na kterých je euklidovská geometrie postavena: 
6. Přímou čáru je možné nakreslit z kteréhokoli bodu do kteréhokoli jiného bodu.  
7. Konečnou přímou čáru (úsečku) je možné prodloužit na přímku.  
8. Je možné nakreslit kruh s libovolným středem a poloměrem.  
9. Všechny pravé úhly jsou si rovny.  
10. Jestliže přímka protíná dvě přímky tak, že vnitřní úhly na téže straně jsou menší 
než dva pravé úhly, pak se tyto dvě přímky, pokud poběží do nekonečna, pro-
tnou na stejné straně, na které jsou úhly menší než dva pravé úhly.  
K dané přímce lze vést daným bodem, který na ní neleží, právě jednu rovnoběž-
ku. 
Znění postulátů ilustrujeme na tabuli obrázkem 
 Otázka: Jaký postulát se vám zdá nejméně jasný? 
 
2) HISTORIE 
Stručná historie neeuklidovských geometrií → dnešní formulace postulátu → 
ekvivalence s Pythagorovou větou → Základní jména neeuklidovské geometrie: Gauss, 
Bolyai, Lobačevskij, Riemann. 
 
3) NEEUKLIDOVSKÝ PROSTOR 
Prostor, který matematici objevili a v němž 5. postulát  neplatí, je zakřivený prostor, 
který nelze rozvinout do roviny =>  
ne každý zakřivený prostor je neeuklidovský, můžete rýsovat na povrch krychle, 
hranolu, kužele a platí tam zákony euklidovské geometrie – Přijdete na to, proč? – jsou 
to tělesa, která lze do roviny rozvinout – udělat jejich síť – obrázek na tabuli  
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=> Když něco nakreslím na zohýbaný papír (ukázat), válec, ... = euklidovská geometrie 
=> Neeuklidovská geometrie = geometrie zakřiveného prostoru, který nelze 
rozvinout do roviny 
Otázka:  Znáte těleso, jehož síť narýsovat nedokážeme? => povrch koule neboli sféra 
(geometrie kulového povrchu = sférická geometrie) je jedním z prostorů, kde 5. postulát 
neplatí, a vaším úkolem bude zjistit, co tedy o rovnoběžnosti přímek na povrchu koule 
můžeme říci. 
Je zvláštní, že trvalo tak dlouho, než matematici objevili, že 5. postulát neplatí zrovna 
na povrchu koule, když žijeme na planetě, která je kulatá => ve velkých měřítkách tedy 
v našem světě neplatí zákony všechny euklidovské geometrie. 
 
4) HLAVNÍ KRUŽNICE 
K tomu, abychom zjistili, jak to tedy s rovnoběžností na kouli je,  musíme zjistit, jaký 
útvar na povrchu koule reprezentuje přímku: 
Návodné otázky: 
Jáký tvar má  trajektorie člověka, který jde po rovině stále rovně? – Přímka - obrázek na 
tabuli 
Kam dojde člověk, který se bude pohybovat stále rovně po povrchu zeměkoule? Jaký 
útvar tímto pohybem na povrchu zeměkoule opíše? – Dojde na stejné místo, opíše 
kružnici - Žáci kreslí na své modely, učitel na míč 
Načrtněte na kouli (model zeměkoule) trajektorii člověka, který jde stále rovně, když: 
1) Jeho výchozí poloha je na rovníku 
2) Jeho výchozí poloha je na pólu 
3) Jeho výchozí poloha je mimo rovník a póly 
- Žáci kreslí na své modely a ukazují na glóbusu; v bodě 3) na glóbu-
su vybereme město ležící na některé rovnoběžce 
- Trajektorií je kružnice, která má střed ve středu koule a poloměr rovný poloměru 
koule = hlavní kružnice 
=> zdá se, že přímku na kouli reprezentuje hlavní kružnice, ale je tomu opravdu tak? 
Definice přímky jako nejkratší spojnice dvou bodů: 
V rovině jsou dány dva body A a B. Spojte tyto body nejkratší možnou spojnicí. Jaký 
útvar spojnice představuje? – Úsečka – obrázek na tabuli - Prodlužte spojnici na obě 
strany do nekonečna. Jaký útvar představuje teď? – Přímka – obrázek 
=> Abychom mohli rozhodnout o tom, že hlavní kružnice skutečně na kouli 
reprezentuje přímku, musíme zjistit, jestli je opravdu nejkratší spojnicí dvou bodů: 
Tak, jako lze v rovině každými dvěma body proložit přímku, lze vést na kouli 
každými dvěma body hlavní kružnici. Tak jako je přímka (respektive její část – úsečka 
ohraničená body) nejkratší spojnicí mezi dvěma body v rovině, je hlavní kružnice 
(respektive kratší část jejího oblouku ohraničeného body) nejkratší spojnicí mezi dvěma 
body na kulové ploše. Proč tomu tak je si ukážeme na obrázku: 
 
Nakreslíme na kouli hlavní kružnice a jinou kružnice, která má s hlavní kružnicí dva 
společné body: 
       
 
- Učitel kreslí na model koule 
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r1 r2 -  poloměr  kružnice k1 (hlavní kružnice) je větší než poloměr  kružnice k2 
  
Máme tedy dány dvě kružnice, jejichž poloměry se nerovnají a které mají spo-
lečné dva body: 
 
Otázka: Jak mohu dokázat, že vzdálenost x je menší než vzdálenost y? 
Provedeme řezy koulí rovinami obsahujícími kružnice a sklopíme do jedné roviny, 
kružnici k2 pak ještě překlopíme (zobrazíme v osové souměrnosti s osou AB) : 
 
- Obrázek na tabuli: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Z obrázku je patrné, že délka x části oblouku kružnice k1 je kratší než délka y 
části oblouku kružnice k2. 
Můžeme vyvodit závěr: Máme dány  dvě kružnice, jejichž poloměry se nerovnají 
a které mají společné dva body A, B. Pak část oblouku AB kružnice s menším 
poloměrem bude vždy větší než část oblouku AB kružnice s větším poloměrem. Vždy 
uvažujeme kratší části oblouku, které body A a B na kružnicích ohraničují. 
 
Hlavní kružnice je kružnice s největším možným poloměrem, kterou můžeme na 
kulové ploše narýsovat, jelikož její poloměr se rovná poloměru kulové plochy. Jakákoli 
jiná než hlavní kružnice na povrchu koule tedy musí mít menší poloměr než kružnice 
hlavní. Proto je nejkratší spojnicí dvou bodů na kulové ploše kratší část oblouku hlavní 
kružnice, kterou těmito body proložíme. 
 
=> hlavní kružnice na povrchu koule reprezentuje přímku 
 
5) ZAJÍMAVOSTI, ÚLOHY 
 
Najděte na mapě světa New York a Madrid a vyznačte mezi nimi nejkratší vzdálenost. 
Najděte New York a Madrid na glóbu a opište nejkratší vzdálenost, na základě toho, co 
již víte. 
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Jak vypadá situace na mapě?: 
 Která ze dvou cest z New Yorku do Madridu vyznačených na obrázku je ve 
kratší? 
 
 
 
 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Takto bychom spojili dva body v atlasu světa, ale jak situace vypadá ve skuteč-
nosti na zeměkouli? 
 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 Ve skutečnosti křivkám opravdu odpovídají tyto vzdálenosti: 
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Pokud bychom se tedy chtěli plavit v co nejkratším čase z New Yorku do Madri-
du, musíme tedy plout nejdříve směrem na severovýchod, pak se pozvolna stočit víc na 
jih a nakonec na jihovýchod. Jedná se o stejnou křivku, po níž by se pohybovala 
nerušeně se kutálející bowlingová koule nebo po níž při migraci letí někteří chytří ptáci 
jako kulík hnědokřídlý nebo koliha aljašská, tedy o část oblouku hlavní kružnice, která 
prochází danými dvěma body – zde New Yorkem a Madridem. 14 
 
Jak to, že situace v na mapě vypadá jinak? – Mapa se snaží kouli rozvinout do roviny, 
ale my už víme, že to nejde, proto je skutečnost na mapě deformovaná a vzdálenosti 
zkreslené. 
 
Řekli jsme si, že 5. postulát je ekvivalentní s Pythagorovou větou, podíváme se tedy, jak 
to na zeměkouli vypadá s pravoúhlými trojúhelníky: 
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 Na mapě je vyznačeno město Libreville v Gabunu ležící na nultém poledníku a 
09° východní délky: je součástí vrcholu pravoúhlého trojúhelníku. Když se přesunete o 
12 stupňů na sever, přibližně so míst, kde se nachází Kano v Nigerii a o 24 stupňů na 
východ do Kampaly v Ugandě, vytvoříte odvěsny tohoto trojůhelníku. Jedním ze 
základních teorémů euklidovské geometrie je Pythagorova věta. 
 Kdybyste mezi těmito městy cestovali nejkratší možnou cestou, naměřili byste 
tyto vzdálenosti:   
Kampala – Libreville: 2671 km 
   Libreville – Kano:  1335 km 
   Kano – Kampalla:  2 969 km 
 Část studenů ověří součet čtverců nad odvěsnami (8 910 446 km2), část čtverec 
nad přeponou (8 814 961 km2). 
 
 Nyní se podíváme na mnohem větší trojúhelník tvořený městy Libreville, italským 
Cagliari ležícím na 39° stupních severní šířky a Léridou v Kolumbii na 71° západní 
délky: 
 Vzdálenosti, které byste naměřili: 
   Libreville – Lérida  8 902 km 
   Lérida – Cagliari  9 199 km 
   Cagliari – Libreville  4 450 km 
 
Nyní opět ověřte součet čtverců nad odvěsnami (99 048 104 km2) a nad přepo-
nou (84 015 556 km2). 
 
Odchylka je tentokrát tedy mnohem větší. 
 
=> vidíme, že na povrchu zeměkoule, pohybujeme-li se v obrovských vzdále-
nostech, Pythagorova věta neplatí. Čím větší jsou vzdálenosti, tím větší je i odchylka od 
pravidel Pythagorovy věty. 
 
Pokud však nebudete chtít cestovat po celém světě, spokojíte se pouze s okolím 
Prahy a uskutečníte z centra hlavního města výlet do Neratovic, z Neratovic se zajedete 
podívat do Unhoště a pak se vrátíte zpět do centra, naměříte tyto vzálenosti: 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Praha – Neratovice:  20 km 
 Neratovice – Unhošť:  29 km 
 Unhošť – Praha:   21 km 
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 Jak to vypadá nyní se součtem čtverců nad odvěsnami (841km2) a nad přeponou 
(841km2)? 
 
 Pro poměrně malé trojúhelníky tedy Pythagorova věta platí. Je to tím, že krátké 
vzdálenosti na zemském povrchu se zdají být v rovině. Čím je však trojúhelník na Zemi 
větší, tím větší je i odchylka. 
 Ze skutečnosti, že v pravoúhlém trojúhelníku na povrchu koule je součet čtverců 
nad odvěsnami menší než součet čtverců nad přeponou, vyplývá, že součet úhlů ve 
sférickém trojúhelníku je větší než 180°. 
14 
Na kouli můžeme dokonce narýsovat trojúhelník, jenž má tři pravé úhly – obrázek: 
načrtneme na model rovník, a nultý a 90. poledník – vznikne tak trojúhelník se součtem 
vnitřních úhlů 270º. 
 
Ve sférické geometrii v důsledku jejích zákonitostí vznikají různé paradoxy: 
Vezměte si obruč o poloměru 1m. Když tuto obruč roztočíte kolem pasu, nachá-
zíte se uvnitř ní? Zdá se evidentní, že ano. Pokud tuto obruč položíte na zem a stoupnete 
si doprostřed, jste stále uvnitř, že? Když zvětšíte poloměr obruče na 2 kilometry, bude 
už opravdu velká, ale s porovnání s planetou je stále mnohem menší. Stále tedy můžete 
tvrdit, že se ocitáte uvnitř obruče. Co když ale zvětšíte její poloměr na 6400 km a ona 
tak teď obepíná planetu stejně jako rovník? Už začnete pochybovat, jestli jste stále ještě 
uvnitř, nebo vně, není to tak? Když budete poloměr obruče pomyslně dál zvětšovat, tedy 
oddalovat od sebe její obvod, obruč se začne ve skutečnosti smršťovat. Nakonec bude 
vypadat stejně jako na začátku, s poloměrem 1m, její střed se však bude nacházet 
daleko od vás. Jako byste stáli mimo ni. Jak se lze dostat zevnitř ven pouhým 
zvětšováním obruče? Pojmy „za“, „před“, „uvnitř“ a „vně“ zde ztrácejí na 
jednoduchosti. Takové rozpory jsou pro sférický prostor charakteristické. 14 
 
 
 
Kde můžeme poznatky z neeuklidovské geometrii využít?  - V geografii, astronomii, 
fyzice, technických vědách, umění, designu, stavitelství a architektuře 
Využil je i Einstein ve své teorii relativity – zjistil totiž, že i prostor kolem Země je 
vlivem hmotnosti planety zakřivený – viz obrázek: 
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=> důsledek: Kdyby Země byla menší (s obvodem rovníku např. pouhých 100 km), ale 
zachovala si svou hmotnost, při jasném dni bychom si viděli na záda 
 
Upozorníme studenty, že: 
- v řešení úloh z pracovního listu není možné opustit povrch koule – studenti si mohou 
představit, že řešení zakreslují na průhlednou kouli, tu si pak postaví před sebe a kreslí 
do listu jako model. 
- je dobré řešení nejprve zakreslovat na kouli a pak teprve do pracovního listu 
 
 
 
 
